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Introdução 
A presente ~ destina-se a wn estudo, de âmbito genérico, sobre 
tuna linha da Teoria de Ladrilhamentos em algumas variedades riemannianas 
homogêneas e seus subconjuntos. Restringimo-nos aos espaços euclidianos 
de duas e de três dimensões e ao plano hiperbólico, mais precisamente os 
modelos de Poincaré. Esse estudo descortina tuna curiosidade nascida do 
contato com o tema e questões levantadas desde a graduação. Ademais, são 
poucos os trabalhos publicados nesta área de pesquisa no Brasil, o que fez 
crer que, ao invés de abordar um ponto específico, seria de maior valia uma 
dissertação que propiciasse ao leitor um panorama genérico do assunto. 
A teoria se bifurca em duas grandes vertentes, a saber: a de ladrilhamen-
tos de toda a variedade e a de ladrilhamentos de seus subconjuntos próprios. 
A maior parte da ~ refere-se ao estudo da primeira vertente, na 
qual surgem naturalmente estruturas algébricas que podem ser associadas a 
alguns tipos de ladrilhamentos. Essas estruturas são os grupos <tiscretos de 
isometrias, e constituem o ponto nodal desta dissertação. 
A segunda vertente refere-se a um estudo promissor e repleto de pro-
blemas de fronteira devido ao seu caráter específico. Não é possível associar 
grupos discretos aos ladrilhamentos de subconjuntos próprios, mas, sim, uma 
outra estrutura denominada grupo de ladrilhamento. No capítulo cinco a-
presentamos um caso especial de tal vertente, que, inclusive, possui algumas 
aplicações à Teoria dos Códigos Corretores de Erros. Para tanto, organizamos 
a pesquisa em tomo de tópicos que compõem os capítulos da~' os 
quais passamos a descrever: 
Capítulo 1: constitui uma breve introdução à Teoria Combinatória dos 
Grupos. Este capítulo é estritamente relevante ao desenvolvimento e à com-
preensão dos capítulos ulteriores, excetuando o de número quatro. 
Capítulo.2: abrange uma classificação de isometrias e de grupos discretos 
de isometrias no plano euclidiano e um estudo dos grupos cristalográficos 
(ladrilhamentos por ladrilhos oompactos), que constitui o cerne do capítulo, 
e dos grupos de faixas e rosetas (ladrilhamentos por ladrilhos não-compactos). 
Capítulo 3: constitui uma abordagem de grupos discretos de isometrias 
nos modelos de Poincaré do plano hiperbólico, particularmente, dos chama-
dos grupos triângulos (que possuem os demais grupos discretos como subgru-
pos). Fazemos um estudo detalhado dos modelos hiperbólic06 e das isome-
trias (incluindo transformações de Mõbius) sob o ponto de vista riemanniano. 
C'Aipítulo 4: destina-se ao estudo e à classificação dos poliedros de Voronoi. 
Poliedros estes que possuem, como veremos, wna relação "métrica" especial 
com um reticulado "gerado por três translações L.P e que estão associados a 
grupos discretos de isometrias gerados por translaçiies no espaço euclidiano. 
Capítulo 5: abarca um estudo referente a segunda vertente, no qual se 
aborda ladrilhamentos por poliamonde:s, poliominos e JXiliexos de regiões 
especiais do plano euclidiano. 
O principal propósito do percurso estabelecido para esta dissertação rffl-
palda-se no desejo de colecionar e de tornar acessíveis diferentes aspectos que 
norteiam o tema aqui abordado. Ressaltamos, ainda, a inclusão de demons-
trações e resultados que estão um tanto fragmentados na literatura interna-
cional, assim como resultados de artigos mais recentes ainda não disponíveis 
em livros-texto. 
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Capítulo 1 
Preliminares sobre Teoria 
Combinatória dos Grupos 
Este capítulo é dedicado a uma pequena introdução à teoria originária de 
apresentações de grupos em termos de geradores e relações definidoras. D~ 
vida à freqüência com que métodos combinatórios surgem nesta facção da 
Teoria dos Grupos, esta é muitas vezes chamada de Teoria Combinatória dos 
Grupoe. A abordagem aqui feita é apenas a estritamente necessária para o 
desenvolvimento dos remltados referentes aos grupos discreta! de isometrias 
nos capítulos subseqüentes. Como veremos, estes grupos surgem de maneira 
muito natural em problemas de ladrilhamentos e, de um modo mais geral, 
em diversos problemas topológicos. 
As referências mais utilizadas nc:ste capítulo são [ROTMAN], [MA G-
NUS I], (GROSSMAN] e (COXETER III). As notações e nomenclaturas tradi-
cionais em textos de álgebra são utilizadas sem definições prévias. 
1.1 Grupos 
Deflnic;ão 1. Consideremos nm grupo finitamente gerado G = (g,, ... ,gm). 
Uma palavra P em G é uma seqilência finita { lli} i=I, ... ,n na qual U.j = gi ou 
Di=gj1, 1 <j~m. 
Por comodidade, indicamos P = a1 ... an. 
O comprimento de P é o número n e indicamos por c ( P) . 
Convencionamas que a palavra de comprhnento nulo é o elemento neu-
tro em G e indicamos por 1. 
Definição 2. Sejam G grupo finitamente gerado e P = ai·· .an E G tal 
que a1 •.. an = 1. Dizemos que P = 1 é uma relação em G e P é um relator 
emG. 
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Caso P possa ser reduzido a 1 cancelando apenas pares de elementos da 
forma aiai1 em P, i= 1, ... , n, diremos que P é um relator nulo. 
Dado um relator não nulo P, podemos tomar um relator equivalente1 P3 
que está na forma maia reduzida possível da seguinte maneira: 
- Se w f 1 é a palavra de maior comprimento tal que p = wvw-l, 
então, seja P1 = V, caso contrário, seja P1 = P; 
- Se Pt possui blocos que formam relatores nulos, então, seja P2 a palavra 
resultante de P1 com e3Sffi blocos cancelados, caso contrário, seja P2 = P 1; 
- Se P 2 possui bloeo3 que formam relatores do tipo v•, k E Z\ { ±1} , V 
relator em G, então, seja P3 a palavra resultante de P2 com blocos do tipo 
Vk substituídos por V, caso contrário, seja P3 = P2• 
Definição 3. Dizemos que P3 obtido acima é um relator reduzido 
(associado a P) e P3 = 1 uma relação reduzida (associada a P). 
Definição 4. Seja M um conjunto e L um grupo contendo M. Dizemos 
que L é grupo livre sobre M se, para. qualquer grupo G, toda aplicação 
f : M -t G tem uma única extensão a um homomorfismo F : L ---~> G. 
TEOREMA 1. SeM é um conjunto, então existe um (único a menos 
de isomorfismo) grupo L livre sobre M. 
A demonstração pode ser encontrada nas páginas 237-239 da referência 
[ROTMAN]. Um fato que é conveniente ressaltar nesta den3onstração é o 
seguinte: 
No caso em que M é finito, M = {g17 ..• , Um} 1 o grupo L é o representado 
por todas as palavras com letras g1, g;
1 e 1. 
COROLÁRIO 1. Todo grupo G é quociente de um grupo livre. 
Demonstração. 
Pelo Teorema anterior, existe um grupo livre L sobre G. Tomemos I d : 
G -t G. Logo, existe F : L -t G, homomorfismo e este é sobrejetor. Pelo 
L 
Primeiro Teorema do Isomorfismo: ~ ImF = G ("': isomorfo) .• 
KerF 
Sejam M = {gk}k=l, ... ,m um conjrmto de geradores do grupo G e L um 
glUpo livre sobre M. Tomemos f : M -t G inclusão de M em G. Assim, a 
extensão F : L ~ G {Definição 4) deverá ser um homomorfismo sobrejetor 
(pois F(gf'g;') = F(g;)" F(g;)'' = gf'g;' onde e• E {-1,0,1}; g~ = 1). 
Sabendo-se que Ker F <:1 L, temos uma motivação para a seguinte definição: 
1 Equivalência baseada na operação e axiomas de grupo. 
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Definição 5. Seja G um grupo tlnitamente gerado. SeM= {g.},~l, ... ,m 
é um conjunto de geradores de G, L ogrupolivresobre M, D ={~=I} um 
conjunto de relações em G, H <l L gerado por {P;} e~ "'G, então clizemoo 
que G é um grupo definido por geradores M e relações D. Dizemoo, 
também, que (M]D) é uma apresentação de G e, às vezes, referir-nos-emre 
a D como conjunto de relações definidoras em G. 
Notemos que se 
- M é um conjunto de gerad.orffi de um grupo G; 
- G 1 e G2 são subgrupos de G definidos pelas relações D 1 = { P, = 1} e 
D, = {Qi = 1}, na qual são equivalentes (D, # D,) segundo a operação e 
axiomas do grupo G; 
- (MID,), (MID,) representações de G, e G, r<Spectivamente. 
Então G1 ~ G2 , pois, se H1 <1 L e H 2 <1 L são geradoo por {P;} e {Qí} 
L L 





Observemos também que dado um conjunto D de rel.aQ)es, temos como 
conaeqüência do Teorema 1 a existência de um único grupo G que poosui D 
como conjunto de relações definidoras. 
1.2 Grafos 
Definição 6. Seja r f 0 um conjunto com dois tipos de elementCB, que 
denotaremos por vértices e arestas, satisfazendo: 
a) A toda aresta E E r está associada um par ordenado de vértiC€5 
(VE, Vk) j VE, ~ E r onde VE será denotado vértice origem e v;; vértice 
destino de E. 
b) A toda aresta E E r está a.ssociada umaarestaE-1 E r, E f< E-1 que 
será denotada inversa de E tal que a aresta inversa de E-1 é E, ou seja, 
(E-T1 =E. 
c) Se (VE, V~), VE, V~ E r está associado a uma aresta E E r, então 
(V,:;, VE) está associado a E-1 (Portauto, v,:;= VE-' e VE =V~_,). 
Nestas condições, dizemos que r é um grafo. 
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Numa representação gTáfica de f, os vértices são tomados como pontos de 
um espaço conveniente e as arestas como curvas neste ffil)aço, cujos pontos 
extremos são vértices, ou seja, r é representado por um complexo celular 
unidimensional. Podemos orientar cada aresta com o sentido proposto pelos 
seus vértices origem e destino. 
Esta idéia pode ser fonnalizada da seguinte forma: Todo grafo pode ser 
mergulhado (ou seja, é isomorfo no sentido da definição a seguir) a um l-
complexo celular contido numa superfície fechada bidimensional (capítulo 
três de [COXETER III]). 
Grafos planares, isto é, que são realizáveis no plano (realizáveis no seguinte 
sentido: não há cruzamentos de arestas exceto nos vértices), são os isomorfos 
a l-complexos sobre a esfera. 
Definição 7. Dois grafos r 1 e r 2 são ditos isomorfos, se existir uma 
bijeção f : r 1 ---+ r 2 tal que: 
a) V é vértice de r, ç,; f (V) é vértice de r,. 
b) E é aresta de r, #f (E) é aresta de r,. 
c) (VE, V~) está associado a E ç,; (! (VE)t(E), f (V~)f(E)) está associado 
a f (E). 
d) E-1 é inversa de E# f (E-1) é inversa de f (E). 
Observações: 
1) Um par (VE, v;;) de vértices associados à aresta E num grafo r pode 
ser tal que Vs = v;; {na representação temos um laço ou curva fechada no 
ponto VE)-
2) Um par (VE, V;;) de vértices pode estar associado a div= arestas de 
r. 
3) Um grafo r pode ser colll!tituído de um único ponto (com várias 
arestas). Neste caso, r é cbamado de grafo singular. 
Deflniçij.o 8. Um caminho C em tun grafo r é uma seqaéncia de arestas 
Ej E f, j = 1, ... , n, com V~, = Vs>+ 1 , i = 1, ... , n- 1 onde (Vs., V~.) está 
associado a Ei. Escrevemos C= Et···En. 
Se c = E e (Vs, V~) é tal que VE = v;;, c é chamado de caminho 
trivial. 
O número n é dito comprimento de C e é denotado c (C) . 
Definição 9. Sejam C1 = E1 ... En e C2 = En+t····Ev caminhos em r tais 
que V~ = Vn+l· O produto ou justaposição de Ct e C2 é um novo caminho 
em r, indicado por C1C2 e definido por C1C2 = Et···Ev· 
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Definição 10. Um caminho c = EJ ... En em r é fechado, se VEt = v~ 
onde (VE,, VÉ,) , i= 1; ... , n, são vértices associados a. Ei. 
Caso C passa. ser reduzido an caminho trivial por meio de cancelamento 
de pares de arestas da. forma EiE;-1 em C, i= 1, ... , n, diremos que C é um 
caminho nulo. 
Dado wn caminho fechado C não nulo, podemos tomar um caminho fecha-
do "ff.J.uivalente" C3 que ertá na forma mais "reduzida" possível da seguinte 
manerra: 
-Se A é caminho de maior comprimento tal que C= ABA-1, então, seja 
C1 = B, caso contrário, seja C1 = C; 
- Se cl possui blocos de arestas que formam caminhos nulos, então, seja 
c2 o caminho resultante de cl com esses blocos cancelados, caso contrário, 
seja C2 = C1; 
- Se G2 possui blocos que formam caminhos fechados do tipo B", k E 
Z\ { ±1}, B caminho fechado em r, então, seja C3 o caminho resultante de 
C2 com blOCOEI do tipo B" substitilldos por B, caso contrário, seja C3 = C2• 
Definição 11. Nas condições acima dizemos que C3 é um caminho 
fechado reduzido (a.<N>eiado a C). 
1.3 Grupos e Grafos de Cayley 
Nosso interesse está em algum tipo de associação entre caminhos de um grafo 
e palavras de um grupo finitamente gerado. 
Para tanto, seja G um grupo finitamente gerado: por 91, ... ,gn. 
1) Tomemos para cada elemento x E G um ponto numa superfície conve-
niente. Devemos entender por conveniente uma superfície fechada bidimen-
sional com o menor genus (gênero) possível, no qnal se pode realizar o grafo 
que vamos gmstrnir a segttjr2. 
Neste trabalho, este espaço será quase sempre o plano euclidiano, ou 
mais rigorosamente, a esfera, que através da projeção estereográfica pode ser 
"aberta" no plano euclidiano. 
Os pontos x serão vértices de um grafo r que ora vamos construir. 
Assim, tomemos a bijeção: 
Elemento em G ~ Vértice em r (ponto da superffcie) 
2 A definição de grafo se sustenta sem a necessidade de uma realização geométrica, 
porém, para nossos fins, é interessante considerá-loo "mergulhadoo" numa superfície. 
7 
Chamemos um vértice de r associado a X E G de ~. 
2) Fixado V, E r, (V., V,) está associado a uma aresta E E r (orientada 
de X para y) se e só se 3gi E G gerador de G tal que gíx = y. Naturalmente, 
(Vy, ~) está associado a E-1 se e só se gí-lY = x. Chamemos a aresta E de 
E., e E-1 de E,.-• (~E,;;'). 
Portanto, asSociemos a cada aresta E E r uma operação envolvendo os 
pontos extremos de E e um gerador ou seu inverso em G. 
Notemos que cada ponto de r pertence a 2n arestas de r e, ainda, a 




Dada uma aresta E,. E r, temos (vE . , V,E' ) associado a E, .. Orientamos 
• 9 • 9i • 
E9, no sentido de VE9 , para V_kg, (Figura 1.1). 
v. ••• -' 
FIGURA 1.1 
A an~ta Eg,-1 está implicitamente orientada de v;;g, = VEg:-1 para VEg, = , 
VÉ -1· ,, 
Assim, temos as correspondências: 
Operação com gerador 9í E G 
Operação com g; 1 E G 
-{:::::=} Aresta orientada Eru 
-{:::::=} Aresta E
9
i-l = E;/ 
(implicitamente orientada) 
3) Dad3 uma palavra P - a1 ... an em G associemos o caminho C -
Ea1 ... Ea.. em r. 
É fácil verificar que: 
P é relator em G 
P é relator reduzido em G 
P é relator nnlo em G 
Portanto, temos a bijeção: 
---
c é caminho fechado em r 
c é caminho fechado reduzido em r 
c é caminho nulo em r 
Palavra em G {=:} Caminho em r 
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4) Se P1 e P2 são palavras em G associadas a caminhos C1 e C2 em r, 
temos que HP2 está associado a C1C2. 
Assim, temos a correspondência 
Produto de palavras em G *=* Produto de caminhos em r 
Da maneira como r foi constnúdo, r satisfaz os axiomas da definição de 
grafo. 
Duas perguntas surgem naturalmente a esta altura: 
1) Dado um grupo G finitamente gerado, o grafo r associado como nos 
passos de 1 a 4 é único a menos de isomorfismos? 
2) Dado um grafo r, existe um grupo finitamente gerado G tal que r 
está associado a G? 
:Estas questões possuem respostas negativas e, antes de justific&.las, vamos 
adotar a nomenclatura usual para grafos associados a grupoe finitamente 
gerados e, também, ilUBtrar o procedimento acima oom um exemplo. 
Definição 12. Dado um grupo finitamente gerado G, um grafo r asso-
ciado de acordo com as pBSBa'i 1 a 4 acima é chamado de Grafo de Cayley 
associado a. G e indicado por r G· 
Definição 13. Um grafo r é dito conexo, se para quaisquer vértices V 
e V*' E r, 3C = E1 ... En caminho em r tal que (V, V') está associado a E1 e 
(V•, vu) está. associado a E •. 
Definição 14. Um grafo r é dito n-regular, se para cada vértice V E r, 
existem 2n arestas distintas ta.is que, destas, n arestas paiSuem P como ponto 




Exemplo. Seja G = D3 (grupo diedral de ordem seis). 
Temos que G =(a, b I a2 =I}= (ab)2 = 1). Os elementos de D3 são: 1, 
a, b, ba, b2 e b2a. 
ÜS geradorffi são a e b. Logo, OS seis vértices de f G são tais que de cada 
um deles "saem" duas arestas que correspondem às operações oom a e b e 
"chegam" duas arestas que COITfflpondem às operações com a-1 e b- 1 (Figura 
1.2). 
Como f G é conexo e 2-regular, podemos tomar O ponto P1 arbitrariamente 
e construir o grafo a partir deste por operações com os geradores e seus 
mversos. 
A introdução do artigo [THURSTON] traz alguns exemplos interessantes 
de Grafos de Cayley de alguns grupos finitos importantes como 84 e As. 
f S4 pode ser visualizado COIDO arestas de tun octaedro tnmcado e f AIS COIDO 
arestas de um icosaedro truncado (bola de futebol). 
Quanto às justificativas às respostas das questõEs 1) e 2) acima fomru-
ladas, temos: 
1) SejamG, = (a,b I ab = ba) eG, = (a,b,c I c= a-1b-1 e abc = cba = 1). 
Temos que G1 "" G2 , pois ab = ba -{:::::::::? abc = cba = 1 e c = a-1b-1 • 
Mas f c 1 possui dois gerado.re3 e f c 2 possui três geradores. 8e existisse 
f : f c 2 ----+ f c 1 isomorfismo, terfamos {Definição 7) uma bijeção entre duas e 
trffi arestas, o que não é possível. Portanto, estes grafos não são isomorfos 
(embora haja bijeção entre os vértices). 









r, r o, 
FIGURA 1.3 
Entretanto, se exigirmos que G1 e G2 (acima) sejam expressos com "o 
mínimo possível" de geradores, teremos obviamente que r Gt e r Gz são ~ 
morfos. 
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2) Seja r o grafo ilustrado na Figura 1.4., temos que r não é conexo, logo, 
não pode estar associado a grupo nenhum, pois, se G é grupo e a, b E G, a 
equação ax = b possui solução em G, o que implica a existência de um 
caminho Ez E r unindo Va_ e l/b. 
E se r for conexo? 
A resposta continua negativa. Tomemos r como sendo o grafo da Figura 
1.5., temos que cada aresta de r deve corresponder a uma operação envol-
vendo um gerador (não nulo) ou seu inverso num grupo. Desta forma, a 
aresta E deveria corresponder a um gerador (não nulo), portanto, r não está 
associado a nenhum grupo . 
•• 
b c 
FIGURA 1.4 FIGURA 1.5 
Outra pergunta surge neste contexto: Quais grafos estão associados a 
grupos? Para responder a esta questão nos valemos do teorema abaixo. 
TEOREMA 2. Se r é um grafo conexo e n-regular, então existe um 
grupo G finitamente gerado com n geradores tal que r é grafo associado a 
G. 
A demonstração deste teorema é relativamente simples, porém um pouco 
extensa. Como esta não é relevante para o desenvolvimento do presente tra-
balho, tomamos a liberdade de não transcrevê-la aqui. Entretanto, a demo~ 
tração pode ser encontrada nas páginas 63 e 64 da referência [MA GNUS IJ. 
O Grafo -de Cayley de um grupo G finitamente gerado será útil para en-
contrarmos relações definidoras de G e estas permitem caracterizar e estudar 
melhor os gTUJ>ffi que estamos abordando neste trabalho. 
Uma propriedade importante de tais grafos refere-se ao número mínimo 
de geradores que o grupo associado possui: Quando um gerador g é obtido 
de outros geradores do grupo, a eliminação de todas as arestas E9 e E9 -1 no 
grafo não o desconecta. Por outro lado, se a eliminação de todas as arestas 
associadas a um mesmo gerador desconectar o grafo, é sinal de que este 
gerador não é obtido dos demais geradores do grupo. Esta propriedade pode 
ser vi.ta com mais detalhes no capítulo três de [COXETER III]. 
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Terminamos este capítulo com um breve estudo sobre representações de 
grupos finitamente gerados. 
Seja G um grupo finitamente gerado e P = 1 uma relação em G. 
Notem08 que P = 1 pode gerar infinitas outras relações em G, pois: 
P = 1 ç,; W P"W-1 = 1, \fW: palavra em G e 'In E Z. 
VemM que muitas relações em G derivam de uma única relação, o que 
nos sugere trabalhar com um conjunto D que possui um número menor de 
relações. O problema é como obter D sem "redundância", ou seja, se P = 1 
é relação em D, então P = 1 não deriva da.c! outras relações em D. 
O que faremos a seguir é obter um procedimento satisfatório a esta 
questão. 
Seja D um conjunto de relações definidoras de G. 
1) Excluamos de D todas as relações nulas; 
2) Substituamos toda relação de D pela relação reduzida correspondente; 
3) Excluamos de D todas as relações que jl06Baill ser deduzidas das d& 
IDalS. 
Definição 15. Sejam G um grupo finitamente gerado e D um canjunto 
de rela.ções definidoras em G. Um canjUD.to D' obtido pela. aplicação dos três 
ítens acima é de relações definidoras e chamamos de relações definidoras 
reduzidas de G. 
Observação. D• pode ser vazio. Por exemplo, o grupo dos inteiros com 
a operação de soma usual: G = Z = (1), cujo grafo pode ser o representado 
como na Figura 1.6. 
-3 ·2 -1 o ' 3 
FIGURA 1.6 
Notemos. que, se não exigirmos que o conjunto de relaçõe3 definidoras seja 
reduzido, todo grupo finitamente gerado possui relações definidoras mesmo 
que estas sejam relações nulas. 
llustremos com um exemplo, como, a partir do Grafo de Cayley, podem08 
d€SCObrir relaçõe:s definidoras reduzidas e número mínimo de geradores . 
. {f:ll'.'-->ll'.' 
Exemplo. SeJa G = x >--+ f, (x) , h (x) = x, f, (x) = -x, 
f, ( x) = _!:, f< ( x) = - _!:} munido da operação de composição de aplicações. 
X X 
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Este grupo é chamado de Grupo de Klein e, por simplicidade, denotamos 
G ~ { x, - x, ~' - ~}. 
1 -Temos que -X e - sao geradores de G. o grafo r G pode ser tomado 
X 
como na Figura 1.7, na qual devemos observar que B=~ = E(-z)-1 = E_x e 
E::i ~ E(-l)-' ~ E_l· 
• • • 
FIGURA 1.7 
Os caminhos fechados com origem em x de menor comprimento {número 
' - 2 ( )' ( )' de passos) Jl0681Vci sao C1 ~ (E_,) , C, ~ E:; , C, ~ E:;E_, . Se 
1 
chamarmos -x = a e - = b, temos R1 = a2 = 1, ~ = fiA = 1, R3 = 
X 
(ba) 2 = 1. A outra relação que podemos ainda obter é derivada do caminho 
C, ~ ( E::~Et )' que dá origem à relação R.,~ (ab)2 ~ 1 que é deriVBda de 
R3 ~ 1 (inversa). É fácil verificar que D' ~ { R1 ~ R, ~ R3 ~ 1} é conjunto 
de relações definidoras reduzido: 
a) Seja L grupo liVTe sobreM~ {a,b} e H <1 L gerado por R,R,,R3 . 
Tomando f: M ~ G inclusão (ver Definição 4), é fácil ver que ;; - G. 
b) D' não poosui relações nulas. 
c) D' é compceto por relações reduzidas. 
d) Nenbmna relação em D' é conseqüência das demais. 
Logo, G ~ (a,b I a2 ~ b2 ~ (ba) 2 ~ 1). 
Mostremos agora que, a partir de D*, podemOB ":recoD5titWr" G. 
Se ad'be' ... adrbe.- = a"'bh ... ak•b1• onde di, e;, kj, li= ±1 ou O; 1 $i :S: r, 
1 <: j <: s é mna relação algébrica satiafeita em G, temos: 
adtbet ... adrberb-l•a-k· ... b-ha-kt = 1. 
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Devido ãs relações a2 = 1 e b' = 1, podemos tomar todos os expoent.s 
não negativos nesta relação, ou seja, todos os expoentes podem ser reduzidos 
a O ou 1 onde aO = b0 = 1. 
Mas de (ba)2 = 1 temos ab = ba. Logo, a relação acima pode ser reduzida 
a a0 lf3 = 1 onde a, j3 = O ou 1. 
Assim, os elementos possíveis para G são a, b, ab e 1, ou seja, -x, ..!., _..!_, 
x, que são, de fato, todos os elementos do grupo de Klein. x x 
O procedimento empregado no exemplo acima pode ser utilizado para 
descobrir as relações definidoras de qualquer grupo finitamente gerado, desde 
que analisemos o seu Grafo de Cayley na superfície na qual está mergulhado. 
Naturalmente, quando o grafo é planar, este procedimento é maia fácil de ser 
utilizado. 
Quando não é possível trabalhar com o grafo na sua "respectiva superfí-
cie", pOOemoo planificá-lo (onde pode ocorrer que duas arart.aa se cruzem em 
pontos que não são os vértices). Nert.e caso, embora seja mais complicado, 
podemos proceder como no exemplo acima. 
Ainda há uma outra maneira de encontrar as relações definidoras de um 
grupo finitamente gerado cujo Grafo de Cayley não é planal': Através de 
um grafo localmente planar e do grupo fundamental da superfície na qual 
o grafo está mergulhado. Um exemplo para isto é o grupo dos quaternios 
.Q = (X, y I x-ly XY = XY xy-l = 1) (pág 29 do capítulo três de [CO-
XETER III]). r n está mergulhado num toro. 
Estas idéias e métodos, no caso planar, tornar-~ão mais claros no decor-
rer do trabalho. 
Finalizemos o capítulo mencionando três problemas na Teoria Combi-
natória dos Grupos, conhecidm como Problemas Fundamentais de Dehn, os 
quais ilustram questões relevantes sobre grupos ainda não resolvidas comple-
tamente. 
Vunos que um conjunto D de relações sobre um conjunto de símbolos 
origina um grupo G, do qual D é conjunto de relações definidoras. 
Como D pode ser tomado das mais diversas formas, na maioria das vezes 
torna-se difícil caracterizar G. Perguntas como: G é finito? ou G é abeliano? 
podem se tomar extremamente difíceis. 
Parte desta dificuldade poderia ser solucionada se tivéssemos um méto-
do "computacional" para saber quando duas palavras são "equivalentes"3• 
Sabendo isto, é possível determinar, por exemplo, se G é abeliano (quando 
xyx-1y- 1 ......._ 1, 'rfx, y E G). 
3 Palavras que originam o mesmo elemento quando manipuladas de acordo com os 
axiomas da definição de grupo. 
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Isto nos leva a seguinte questão: 
1) Quando wna palavra é equivalente ao elemento neutro em G? 
Este problema é conhecido como Problema de Palavra. 
Outros problemas importantes para ajudar na caracterização de G são: 
2) Dadas duas palavras g e P2 em G, quando P 1 é conjugada de P2? (ou 
seja, quando P 1 = aP2a-1, para algum a E G?). 
3) Seja G' um outro grupo com outro conjrmto D' de relações definidoras 
distinto de D. Como pOO.emos determinar se G e G' são ou não isomorfos 
utilizando mn processo "computacional" que envolva mn número finito de 
passos? 
Estes três problemas foram propostos por Max Dehn em 1911. O segundo 
problema é chamado de Problema da Conjugação e o terceiro de Proble-
ma do Isomorfismo. Existem muitos avan~ na tentativa de simplificação 
de algoritmos (que em geral são bastante complexos) que solucionem estes 
problemas. Eles estão solucionados para uma grande quantidade de conjunto 
de relações, mas, no geral, estes problemas ainda persistem. 





Ladrilhamentos e Grupos 
Discretos de Isometrias no 
Plano Euclidiano 
A essência deste capítulo ffitá no estudo dos "grupos discretos de isometrias" 
no plano euclidiano. Na verdade, ele é uma base para o capítulo seguinte, 
no qual estudaremos isometrias e grupos discretos nos modelos hiperbólicos. 
A principal motivação para abordarmos o "caso euclidiano" reside no fato 
da existência de uma classificação "finita" de todos os grupos discretos de 
isometrias, fato que no "caso hiperbólico" não é verídico. 
As referências mais utilizadas neste capítulo são [TÓTH], [BERGER] e 
[COXETER II e III]. 
2.1 Isometrias no Plano Euclidiano 
Omsideremos o plano euclidiano E 2 ( _ lR2) com a estrutura de espaço veto-
rial e a distância proveniente do produto interno usual. 
A definição que daremos de isometria nesta seção, é equivalente a uma de 
cunho mais geral que será dada no capítulo 3 envolvendo produto interno. 
Definição 1. Uma aplicação f: JR2 ~ JR2 é umaisometriased(X, Y) = 
d (f (X) ,f (Y)), para quaisquer X, Y E JR2. 
As proposições de 1 a 5 são caracterizações de isometrias. Elas são de 
fácil demonstração na seqüência como são apresentadas. 
PROPOSIÇÃO 1. Toda isometria é injetora. 
PROPOSIÇÃO 2. Toda isometria trausforma reta em reta. 
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PROPOSIÇÃO 3. Toda isometria preserva medidas de ângulos. 
PROPOSIÇÃO 4. Toda isometria é bijetora e a inversa também é uzna 
isometria. 
PROPOSIÇÃO 5. Composta de isometrias também é isometria. 
O teorema abaixo é wn doe principais resultados concernentes a isome-
trias no plano. 
TEOREMA 1. Três pontos não colineares no plano determinam uma 
única isometria, ou seja: 
Se A, B, C E IR.2 são pontos não-colinea.res em JR2 e f, g : JR? --t 1R2 são 
isometrias tais que f(A) ~ 9(A), J(B) ~ 9(B) e J(C) ~ 9(C), então 
!~9-
Demonstração. 
Mostremos que se uma isometria h : 1R2 ----+ lR2 deixa fixos três pontos não 
colineares, então h~ Id (Identidade). 
Para tanto, sejam F, G, H E lR2 pontos distintos não colineares tais que 
h(F) ~F; h(G) ~ G e h(H) ~H. Sejam r a reta que contém F e G, • a 
reta que contém F e H, h(r) ~r e h(•) ~ !1. Logo, r~ r e s ~ !1. 
Assim, h (X) ~ X, 'IX E r, pois se existisse X E r tal que X' ~ 
h (X) f' X, teríamos que d (F, X) ~ d (h (F), h (X)) ~ d (F, X') e d(G,X) ~ 
d(h(G), h (X))~ d(G,X'), donde concluimosque F~ G, pois ambos estão 
situados no ponto médio de X X', uma contradição! 
Com isto, temos que hl,. = ldl,.. 
Analogamente hj, ~ I dj,. 
Sejam Z E IR2, t uma reta tal que Z E t, t n r = X e t n s = Y tais 
que X f' Y. Como h (X) ~ X e h (Y) ~ Y temos pelo mesmo argumento 
usado anteriormente que hj, ~ Idj,. Particularmente h(Z) ~ Z. Como Zé 
arbitrário: h= ld. 
Agora, sejam A, B, C E IR2 tais que f (A) ~ 9 (A), f (B) ~ 9 (B) e 
/(C)~ 9(C). Assim: /-1 og(A) ~ f-1 oj(A) ~A, j-1 og(B) ~ /-1 o 
f(B) ~B e /-1 og(C) ~r' of(C) ~C. 
Logo, A, B e C são pon~ fixre da isometria J-1 o g : 1R2 --t JR.2, o que 
acarreta /-1 o g ~ Id '*f~ 9·• 
Definição 2. Seja U vetor em lR2 . A aplicação Tu ; IR? --t JR.2 tal que 
Ta (X) ~ X + ü, 'IX E IR2 denominamas translação pelo vetor Ü. (No 
espaço euclidiano de dimensão n, a deiinição de translação se processa de 
modo análogo ao caso bidimensional). 
Seja r uma reta em lR2 . À aplicação R,. : IR2 -+ JR? tal que r é a mediatriz 
de XRr (X), VX E 1R2 denominamos reflexão por r. 
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Seja A E 1R2 e a E lR. A aplicação PA,a : R 2 ---+ 1R2 tal que PA,a (X) = 
TOA o f o T_i5A (X), 'V X E 1R2 na qual f: JR2 ~ JR2 é transfrumação linear 
dad 1 t . ( ai'' [cosa -sinal d . _ a pe a ma nz ortogon ; . enommamos rotaçao de 
sma cosa 
centro A e ângulo a. 
Sejam i1 vetor em JR2 e r reta em 1R2 tal que a direção de ü é paralela a 
r. A aplicação GR.,.,a: 1R2 ~ 1R2 tal que GR.,.,a (X)= Tu o R,. (X), 'V X E JR2 
denominamos glisso-reflexão pela reta r e vetor ü. 
O Teorema 2 a seguir é wna caracterização das isometrias no espaço 
euclidiano, resultado este também válido para isometrias em IRn e cuja de-
monstração se processa de maneira análoga à feita no caso tridimensional. 
TEOREMA 2. f : 1R3 ---+ lR3 é uma isometria se e s6 se f = h o T111 
onde h : 1R3 --+ JR3 é transformação linear ortogonal e Tu : JR3 ---+ JR3 é uma 
translação pelo vetor U. 
Demonstração. 
A métrica euclidiana é dada por d (X, Y) = lfX- Yl/. 
É imediato verificar que se f tem a forma acima, então f é uma isometria. 
Reciprocamente: 
Seja A= f (O), 0: origem do sistema de coordenadas cartesianas orto-
gonais em 1R3 . Tomemos a translação T_õA : JR3 -+ 1R3 (que é isometria). 
Logo, T_i5A o f (O)= O. 
Chamemos T_o::t o f= g. 
Mas lll.3 é espaço métrico e a função distância em R' é 11-11- Logo, IIY (X) -
g (Y) li = IIX- Yll, 'V X, Y E 1R3. Para Y =O, temos I lXII = llg (X) li => 
I lXII' = IIY (X) li'=> 
(X, X)= (g (X) ,g (X)), 'V X E JR3 . (1) 
Mas 119 (X)- g(Y) li'= IIX- Yll' => (g(X)- g (Y) ,g (X)- g(Y)) = 
(X- Y,X ~ Y) => (g(X) ,g(X))- 2 (g(X) ,g(Y)) + (g(Y) ,g(Y)) = 
(X,X)- 2 (X, Y) + (Y, Y). 
Isto e (1) noe fornece 
(g(X),g(Y))=(X,Y), 'VX,YEI!l.3 . (2) 
Mas 
(X,Y) (~ ~) cosO= IIXII-IIYII com O=<! OX,OY , O :s; 1r. (3) 
Por (2) e (3) temos que g preserva medida de ânguloe. 
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Com isto, se /3 = { e1, e2, e3 } é base ortonormal de JR3 , então 
a~ {g (e1) ,g (e2 ) ,g (e3 )} é base ortonormal de R'-
Se X E JR3, então X = x1e1 + x2e2 + Xaea. 
:Mas, quando A = a1 v1 + ... + an Vn onde 1 = { Vt, ... , Vn} é ortonormal, 
temos (A, v1) ~ ((a1v1 + ... +a, v.), v1) ~ a 1. 
Logo, A ~ (A, v1) v1 + ... + (A, v.) v •. 
Como a~ {g (ei) ,g (e2) ,g (e3)} é ortonormal: 
g (X) ~ (g (X) ,g (e,)) g (e1) + (g (X) ,g (e2 )) g (e2 ) + (g (X),g (e3 )) g (e3). 
Mas (g(X) ,g(e;)) ~(X, e,)~ x,, i~ 1,2,3. Logo, g(X) ~ x1g(e1) + 
x 2g (e2 ) + x 3g (e3). 
Se).. E JR, então)..)(= (.\x1,.\x2, Àx3) e, portanto, 
3 3 
g (.XX) ~L .XX,g (e;) ~À L x,g (e;) ~ Àg (X). 
i= I i=I 
3 3 3 
SeY E R 3 , entãog(X + Y) ~L (x; +y,)g(e;) ~ Lx;g(e;)+ LY;g(e;) ~ 
i=l i=-1 
g (X)+ g (Y). 
Conclusão: g é uma transformação linear. Como g transforma base orto-
normal em base ortonormal, temos que g é ortogonal. 
Finalmente T_o;t o f~ g =>f~ g o To;t .• 
O teorema abaixo é uma classificação das isometrias no plau.o euclidiano. 
TEOREMA 3. Existem somente quatro tipre de isometrias no plano: 
translação, rotação, reHexiiD e glisso-reHexíi.o. 
Demonstração. 
Seja f : JR2 --+ JR2 uma isometria, f =f:. I d. Logo, 3A E JR2 tal que 
A' ~ f (A) i' A. Consideremos A'' ~ f (A') . 
Temos A" i' A', pois d(A,A') ~ d(f(A),f(A')) ~ d(JY,A''). Como 
d(A,A') f O=> d(A',A'') f O=> A' f A''. 
Observação: A f A' e A' i' A" não implica A f A''. 
i) Suponhamos que A, A' e A" são não colineares. Logo, temos um triân-
gulo AA' A''. Consideremos o triângulo f (A) f (A') f (A") que possui vértices 
A' e A" em comum com o 6AA' A''. Logo, existem duas posiç.õe:J possíveis 
para f (A")= Bem relação a reta r que contém A' e A'': 
i)a) Suponhamos que B está no mesmo semi-plano (determinado por r) 
que contém A (Figura 2.1). 
Como 6AA' A'' - 6A' A" B, temos A' ÂA'' = A' ÊA'' (os pontos A e 
B "enxergam" A' A'' sob o mesmo ângulo). Logo, AA' A" B pode ser inscrito 
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numa circmúerência com centro O e raio d (O, A), onde O é ponto de encontro 
das mediatrizes de A' B e AA". 
Consideremos O' ~f (O). Logo, d (O, A) ~ d (f (O) ,f (A)) ~ d (O', A'), 
d (0, A') ~ d (O',A'') e d(O, A'') ~ d (O', B). Como d (O,A) ~ d (0, A') ~ 
d (0, A''), temos d (O', A') ~ d (O', A'') ~ d (O', B). Logo O' ~ O, portanto 
f(O)~O. 
Consideremos a rotação Po,-o: de centro O e ângulo -a, onde a é a 
medida (positiva) de A''ÔA'. Logo, temos Po,-a (A)~ A'; Po,-a (A')~ A"; 
Po,-a (A'') ~ B. Mas f (A) ~ A', f (A') ~ A'' e f (A") ~ B. Logo, pelo 






FIGURA 2.1 FIGURA 2.2 
i)b) Suponhamos que B está no semi-plano {determinado por r) oposto 
ao que contém A {Figura 2.2). 
Temos que A.A' B A" é wn paralelogramo pois .6.AA' A" = .6.A' A" B. Con-
siderando re pontre médios C de AA!, C' de A' A" e C" de A" B, temre que 
estes são colineares. Chamemos de s a reta a qual pertencem. 
Consideremm a glisso-reflexão GRll,'(J(J· Temos GRll,C2 (A)= A'; 
GR,,c;c;,(A') ~ A'' e GR,,CC' (A") ~ B. Mas f (A) ~ A', f (A') ~ A'' e 
f (A")~ B. Logo, pelo Teorema 1, f~ GR,,CC'· 
ü) Suponhamos que A, A' e A'' são pontos distintos colineares. 
Consideremos wn ponto B tal que B fi. r; r: reta que contém A, A' e A" 
e f (B) ~ B'. Tomemos o triângulo AA' B e a imagem deste por f. Logo, 
temos duas possibilidades para a imagem de B: 
ii)a) No mesmo semi-plano {determinado por r) que contém B (Figura 
2.3). 
Consideremos a translação TM. Temos que TM (A) =A'; TM (A') = 
A'' (pois d(A,A') ~ d(A',A'')) e TAA' (B) ~ B' (pois 6AA'B = 6A'A'' B'). 







FIGURA 2.3 FIGURA 2.4 
ü)b) Suponhamos que B' está no semi-plano {determinado por r) oposto 
ao qoe contém B {Figura 2.4). 
Consideremos a glisso-reflexão GRr,M· Temos que GRr,AN (A) = A', 
GR,,AA'(A') ~A" (pois d(A,A') ~ d(A',A")) e GR,,AA'(B) ~ B' {pois 
L'.AA' B- L'.A' A" B'). Portanto, pelo Teorema 1, f~ GR,,AA'· 
üi) Suponhamos que A'' = A. 
Seja P o ponto médio de AA' ~A'' A' e P' ~f (P), temos qoe d (P, A)~ 
d(P,A') =? d(P',A') ~ d(P',A'') =>- P' é ponto médio de A'' A'. Logo, 
P' ~P. 
Consideremos a mediatriz r do segmento AA:'. Seja B um ponto de r tal 
qoe B ,;, P e B' ~ f (B) . Assim, 
d (B, A) ~ d (B, A') =>- d (B', A') ~ d (B', A'')=>- B' E r. 
Portanto, f (r) C r. Como f (r) é uma reta {Proposição 2), temos qoe 
f(r)~r. 
Como d(B,P) ~ d(B',P') ~ d(B',P) (e B' E r), temos duas possibili-
dades: 
iii)a) B' ~ B. 
Consideremos a reflexão R,. Desta forma, R, (A)~ A', R, (P) ~ P ~ P' 
e R, (B) ~ B ~ B' (Figura 2.5). Mas f (A)~ A'; f (P) ~ P' e f(B) ~ B'. 





FIGURA 2.5 FIGURA 2.6 
üi)b) Se B',;, B {Figura 2.6). 
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Consideremos a rotação PP,l8IJO· Temos que PP,l8fY' (A)= A', PP,tSff" (P) = 
P = P' e PP,!BO" (B) = B'. Mas f (A)= A'; f (P) = P' e f (B) = B'. Logo, 
pelo Teorema 1, temos que f= PP,lSOO· 
Nota. PP,lSfY' é também chamada de reflexão em tomo do ponto P .• 
Definição 3. Um movimento em JR2 é uma. fa.milia. de isometrias Ht : 
1R2 ~ JR2 , t E [0, 1] tal que, para cada P E JR2 , H, (P) é contínua para 
OStSL 
Definição 4. Uma isometria. f : JR2 ---+ JR2 preserva orientação quando 
existe um movimento Ht tal que H 0 = ld e H1 ::;; f. Caso contrário, dizemos 
que f não preserva orientação. 
PROPOSIÇÃO 6. A identidade preserva orientação. 
Demonstração. 
Basta tomar H, : JR2 ~ 1R2 , t E [0, 1] .• 
X >--+ H, (X) = Id (X)= X 
PROPOSIÇÃO 7. Translações preservam orientação. 
Demonstração. 
Basta tomar Ht : JR2 ---+ IR2 , t E [0, lJ, onde V é o 
X >--+ H, (X) = T,_, (X) 
vetor translação de Tv. 






PROPOSIÇÃO 8. Rotações preservam orientação. 
Demonstração. 
Sejam p0 a rotação de centro O e ângulo o: e A, B E lR
2 tais que o: é medida 
, ' d(A,B,) 
deAOB. Seja E,, tE (0,1] opontodosegmentoAB tal que d(A,B) =t. 
Seja O:t medida de AÔBt. 
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Tomando H, = Po,ao• t E [0, 1], temos que Ho = Po,"" = Po,IY' = Id 
e H, = Po,a, = Po,o· Fixado Xo E IR2 lemos que H, (Xo), t E [0, 1] varia 
~ 
continuamente de X0 até Po,o. (X0 ) através do arco XoPo,o. (X0 ) de centro O, 
raio d (0, X 0 ) e ângulo" {Figura 2.7) .• 
PROPOSIÇÃO 9. As reflexões não preservam orient;u;ão. 
Demonstração. 
Seja Rr uma reflexão em r C JR2. 
Suponhamos que exista um movimento Ht : 1R2 - IR2 tal que H o = I d e 
H1 = Rr. 
Sem perda de generalidade, suponhamos ainda que o eixo das ordenadas 





H 'Y (A, E, C)= 2det a2 a, 
b, 1 ] 
b, 1 
b:, 1 
onde A = (a1, b,), B = (a2, b,), C = (aa, ba). Temos que 7 é contínua e 
'Y (A, B, C) =Área l!.ABC se os vértices A, B e C estiverem "'orientados no 
sentido anti-horário". 
Tomemos o l!.AoB0C0 tal que Ao= {0,0), Bo = {1,0) e Co= {0,1). 
1 
Logo, 'Y (AoBoCo) = 2· 
Definamos H, (Ao)= Ao,, H, (Bo) = Bo,, H, (Co)= Co,. Como H, varia 
continuamente em JR2, temos a igualdade: 
'Y (Ao,Bo,Co,) =Área l!. Ao,Bo,Co,, 'lt E [0, 1]. {4) 
Assim, Área l!.Ao,Bo,Co, = ~. 'lt E [0, 1] (H, é isometria) e como R. (Ao) = . 2 
Ao, R. (Bo) = ( -1, O)= B~ e R. {Co) =Co, temos que 7 (Ao, B~, Co) = -~­
Contradição com (4). 
Logo, Ht ; IR2 --+ JR2 não pode existir e R,. não preserva orientação .• 
PROPOSIÇÃO 10. Composta de isometrias que preservam orientação 
também preserva orientação. 
Demonstração. 
Sejam f, g: R2 - 1R2 isometrias que preservam orientação. I.ogo, 3Ht, Lt: 
IR2 ~ IR2 , tE [O, 1] movimentos tais que Ho =Lo= Id, H,= .f e L,= g. 
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Seja h= Ps',a oTBi?. Temoo que A e Ã são equidistantes de B e C; logo, 
A' e Ã' são equidistantes de B' e C'. Portanto, h (AA) ~ A' Ã', o que implica 
que h(A) ~A' ou h(A) ~ Ã'. 
Se h (A) = A' teremos que h e f coincidem nos pontos A, B e C. Logo, 
pelo Teorema 1, temos h = f, o que não é possível, pois h preserva orientação 
e f não preserva orientação. 
Logo, h (A) = Ã' e, assim, h e f o Rr coincidem nos pont,os A, B e C. 
Logo, pelo Teorema 1, temos que h = f o Rr e consequentemente, f o Rr 
preserva orientação. 
Analogamente podemos provar que Rr o g preserva orientação e portanto, 
f o g ~(f o Rr) o (Rr o g) preserva orientação .• 
Não é muito difícil realizar um estudo sobre a composta de isometrias no 
plano euclidiano, consequentemente não o abordaremos, exceto a composição 
de rotações que julgamos ser maia pertinente ao n0380 trabalho. Recomen-
damos a referência [COXETER ll) para os demais casos. 
TEOREMA 4. (Teorema da Soma dos Ângulos da Composta 
de Rotações). Se p0 a e p,.,_" são rotações em lR
2, então existe 0 3 tal que ,, '"""4>1"' 
Po}jc. 0 PCh,tJ = POs,c.+tJ· 
Demonstração. 
Tomemos a reta r que contém 0 1 e 0 2 , a reta s que contém 0 1 e forma 
ângulo ~ (orientado de r para s) com r e, finalmente, a reta t que contém 
O, ~ forma ângulo ~ (orientado de t para r) com r. 
E fácil ver que Po,,a = Ra o R,. (Rs o R,. é isometria que preserva orien-
tação e possui um ponto fixo: 0 1 e ângulo a orientado de r para s. Aqui 
a orientação é imprescindível) e PC>J,fJ = R,. o Rt- Assim, Po1,o. o PC>J,fJ = 
Ra O R,. O R,. O J4 = Ra O J4. 
Dividiremos a demonstração em duas partes: 
a) a +!1 ;i 2k7r, k E Z. 






FIGURA 2.9 FIGURA 2.10 
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b} a+ f)= 2k7r, k E Z. 
Aqui s/ ft (Figura 2.10). 
Assim, Po
1 
,a o Po-iJJ = Rs o Rt; = Tv, onde V pode ser tomado como sendo 
---+ 1 ---+ 
AB com A E t, iil_s e 2IIABII = d: distância entres e t. 
Pensando em T;; como uma rotação de ângulo oo com centro no infinito, 
podemos falar na "soma dos ângulos das componentes da composta" sem 
n:~trições .• 
Observação. Baseado nos argumentos utilizados na demonstração aci-
ma, temos um resultado importante sobre isometrias no plano euclidiano: 
PROPOSIÇÃO 13. Toda isametria no plano euclidiano pode ser toma-
da. como composta de até três reflexões. 
No caso da glisso-reflexão, basta lembrar que esta é composta por uma 
reflexão e uma translação. 
2.2 Grupos Discretos de Isometrias e Ladrilha-
mentos. 
2.2.1 Grupos. 
Observemos inicialmente que o conjunto 
ISO (IR') = {f: IR2 ~ IR2 I f é isometria} 
munido da operação de composição de aplicações é um grupo. 
Estabeleçamrn algumas definições de caráter geral. 
Definição 5. Um grupo topológico G é um grupo e um espaço topológi-
co tal que f: G - G e g: G x G - G são oont.úmas (G X G 
x ~---+ x-1 (x, y) ~---+ xy 
com a topologia. produto). 
Definição 6. Dois grupos topológicos G e H são isomorfos quando 
existe f : G ---+ H tal que f é isomorii.smo de grupos e homeomorii.smo de 
espaços topológicos. 
Definição 7. Um grupo topológico G é discreto se sua topologia for 
discreta. 
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Vunos que toda isometria no plano é composta de uma transformação 
ortogonal com uma translação (Teorema 2). 
Utilizando cooordenad.as homogêneas, podemos representar uma isome-






e é a matriz da transformação linear ortogonal g. A translação Tu é tal que 
(O,O)(r,s) ~a. 
Se tomarmos G como sendo um subgrupo de ISO (R2 ) e pensarmos no 
conjrmto rol das matrizes do tipo {5) a:BXiadas a cada isometJia de G, tere-
mos que !JJt é um subgrupo de G L (R, 3) (matrizes inversíveis 3 X 3). Ainda 
temos det M ~ det N ~ ±1. 
Utilizando a classificação das isometrias (Teorema 3) e as Proposições de 
6 a 12, podemos concluir que: uma isometria f preserva orientação se e só 
se det[M] ~ 1 (M da forma citada acima). 
Notemos ainda que G L (R, 3) é um grupo topológico, pois é grupo com a 
operação usual de multiplicação entre matrizes e topológico com a topologia 
proveniente da métrica m : G L (R, 3) x G L (R, 3) ~ JR. onde 
m ((a;;)axa, (b;;)axa) ~ L (a.;- b;;)'; 
i,j 
topologia esta que torna as aplicações (N,P) ~ NP e N ~ N-1 contínuas 
(m é a restrição da métrica euclidiana do R9 a GL (R,3) que pode ser visto 
como um aberto de:~te, uma vez que: GL (IR, 3) = deC1 (IR*) é um aberto em 
M (R, 3) = R9 ). 
Finalmente, notemos que subgrupo de grupo discreto é também discreto. 
Definição 8. Sejam G subgrupo de ISO (R2 ) e A E R 2 • Chamamrn 
órbita de A por G o conjunto G (A) ~ {g (A) I g E G}. 
LEMA 1. Sejam A, A' E IR2 e B bola fechada de centro A e raio e. 
Então SA' ~ {g E ISO (R2 ) I g (A') E B} é compacto. 
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Demonstração. 
Tomemos f : ISO (lR2) ~ lR2 
g ,__. g (A') 
Como f é contínua temos que SA' = f- 1 (B) é fechado em ISO (lR2). 
A matriz de g E ISO (JR2 ) é 
~I= [ ~ ~ ~] 
onde a 2 + b2 = 1, c2 + d2 = 1 (e ac + bd =O). Logo, a, b, c e d são limitados. 
Levando-se em conta que g = h o Til na qual g é wna rotação na origem 
ou uma reflexão através do eixo das ordenadas e llüll = ../r2 + s2 , temos que 
segESA': v r"+ s2 S d (O,A') + d (0, A)+" 
ou seja, r e s são limitados. A Figura 2.11 motiva a desigualdade acima. 
Caso 1: h é rotação -... __ ....-
A' 
o 
Caso 2: h é reflexão 
FIGURA 2.11 
Logo, SA' é fechado e limitado (em lR9 ), ou seja, SA' é compacto .• 
29 
PROPOSIÇÃO 14. Sejam G um subgrupo discreto de ISO (JR2 ) e A E 
lR2 . Então 
1) G (A) é um conjunto discreto com a topologia usual; 
2) G é enumerável; 
3) G (A) não possui pontce de acumulação. 
Demonstração. 
Sejam G e A como na hipótese. 
1) Tomando A' = A e B = B, (A), tem"' pelo Lema 1 que SA = 
{g E ISO(JR2) I g(A) E B}écompactoeportantoSAnG= {g E G I g(A) E B} 
é finito, ou seja, G (A) é discreto. 
2) Tomemos a seqüência (Bn (A))nEN e {g E G I g (A) E Bn (A))= {g., ... ,g.,). 
Quando n - oo temos 
G = {g, ... ,g,,) c ... c {g, ... ,g.,) c ... 
Logo, G é enumerável (admitamos que um conjnnto enumerável possa ser· 
finito). 
3) Tomando A' arbitrário, temos que {g E G I g (A') E B} é finito e por-
tanto G (A') não se acumula em A .• 
Nota. A proposição e o lema acima são verdadeiros também para grupos 
discretos de isometrias no plano hiperbólico (Capítulo 3) e as demonstrações 
se processam de modo análogo. 
PROPOSIÇÃO 15. Seja G subgrupo discreto de ISO (IR2). Suponha-
mos que as isometrias de G que preservam orientação sejam / 1 , / 2 , •.. , fn, .... 
Suponhamos também que h é uma. isometria. de G que não preserva orien-
tação. Então as isometrias de G que não preservam orientação são f1 o h, 
f2 O h, ... , fn O h, ... , 
Demonstração. 
Se g é uma isometria de G que não preserva orientação, temos que goh-1 E 
G preserva ~rientação. Logo, g o h-1 = f, para algum k E N e g = f, o h .• 
Nas condições da proposição acima G = {j., j,, ... , f 1 o h, f 2 o h, ... }. 
Nota. ISO (JR2 ) é um exemplo de grupo de isometrias não-discreto e a 
órbita de qualquer ponto de IR2 é o plano todo, ou seja, a ação de ISO (JR2) X 
IR2 ~ JR2 é transitiva: dadOB A e B em lR2 , existe f em ISO (lR2) tal que 
f(A)=B. 
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TEOREMA 5. {Teorema da Invariância (dos centros de rotação)). 
Sejam G subgrupo discreto de ISO (IR2 ), A E IR2 e C o subconjunto das 
pontos de G (A) que são centros de rotações de G. 
Se f E G e P E C é centro de uma rotação de ilngu]o a, então f (P) E C 
é centro de uma rotação (de G) de ilngulo a. 
Demonstração. 
Se C= {P E G(A) /3PP,a E G; a,< O}= 0nãohánadaademonstrar. 
Suponhamos C ,< 0, e f e P como na hipótese. Logo, 3pp,0 E G. 
Tomemos g =f o PP,a. o f- 1 E G; uma isometria que preserva orientação em 
G. Temos os seguintes casos a considerar: 
a) Suponhamos que f = Tfl. 
Logo, g = Tü o PP,a. o Ti1 = PT;;.(P),/J' pois Tu (P) é ponto fixo de g. 
Mostremos que a= /3. 
~ ~ ~ 
Tomemos AB, r, s c JR2 tal que AB = U, Pé ponto médio de AB, r é 
reta perpendicular a AB em A e 8 é reta perpendicular a AB em B. 
Sejam P1 E r e P, E 8 tais que P1P2/ / AB e PP,a (P,) = P1 (Figura 2.12). 
Logo, Til o PP,o: = PPJ,a.· 
Demonstração análoga indica que p~,o. o 7;1 é rotação de ângulo a. 
Assim, g é rotação de ângulo a. Portanto, f3 = a e f ( P) satisfaz a tese. 
a p 




h) Supoobamos que f = Po,o· 
FIGURA 2.13 
Logo, g = Po,..., o PP,a o PÕ~ = PPo,-r(P),a.• pois Po,.., (P) é ponto fixo de 
g (g poosui ângulo a pelo Teorema da Soma dos Ânguioo da Composta de 
Rotações). 
Logo, f (P) satisfaz a tese. 
c) Suponhamos que f = R,.. 
Logo, g =R,. o PP,a o R;:1 = PR..(P),fJ• pois Rr (P) é ponto fixo de g. 
Mostremos que {3 =-a. 
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Como o triângulo de vértices P, R~1 (P) e PP,o (R~ 1 (P)) é congruente ao 
de vértices P, ~;:1 (P) e R,. (PP,o (R;:1 (P))) (Figura 2.13), temoo PR.-(P),-o (P) = 
I4 o PP01. o R; (P), o que na'! fomece {3 = -a. 
Co~o PR:.(P),-o = PR.-(P),o E G, temos que f (P) satisfaz a tese. 
d) Suponhamos que f= GR,.,a. 
Logo, g = GR,,a o PP,o o GR;,~ = PaR,.,,(P),~' pois GR,.,a (P) ê ponto fixo 
de g. 
Mostremos que j3 = -a. 
Identifiquemos lR2 =C tal que r= Im (C), P E Re (C) e ii possui m"'mo 
sentido de e2 = (0, 1). 
Como GR-;,~ = (Tu o R,.)-1 = R;1 o Ti1 =R,. o T_u, temos: 
GR;::~ (P) = R,. o La (P) = R,. (P- it) = -(P- it) = --P- it, onde 
t = lliiJI-
PP,o o GR;::~ (P) = ( -P- it- P) e'"+ ~P~. ~--~-
g (P) = GR,.,a o PP,o o GR;::~ (P) = -((-P- it- P) e'"+ P) + it = 
( p - it + P) .-<a - p + it. 
Mas GR,.,a (P) = -P+it. Logo, PaR,.,,(P),-o (P) = (P- ( -P + it)) e-'"+ 
( -P + it) = (P- it + P) e-;o- P + it. 







Como p;;k.,,(P),-o = PaR,.,,(P),o E G, temos que f (P) satisfaz a tese .• 
2.2.2 Ladrilhamentos 
A todo grupo discreto de isometrias no plano, é possível associar um "ladrilha-
menta" no plano, no sentido da definição a seguir: 
Definição 9. Um ladrilhamento em lR2 é uma cobertura. do plano por 
regiões poligonais congruentes de tal modo que todo ponto do plano é caber-
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to por pelo menos uma região e duas regiões quaisquer não se interceptam 
exceto, eventualmente, no bordo. 
A região poligonal será chamado de Ladrilho e indicada por L. 
O ladrilharnento será indicano por ,C L (1R2). 
Caso a região poligonal seja compacta, o ladrilhamento pode ser chamado 
de ladrilhamento compacto. 
Seja G subgrupo discreto de ISO (JR2) . 
Se U g(L) = 1R2 e g(L) = h(L) sempre que g (L) n h (L) f 0, 
YEG 
dizemoo que G está associano a ,C L (JR2) e será indicw:lo por (i!L (JR2), G). 
Por exemplo, no ladrilhamento por quadrados L de lado 1 em Jll2 (Figura 
2.15) temos o subgrupo G = (T<~:, Te;) de ISO (JR2) associado a ,CL (JR2). 
Ressaltamos, que o ladrilhamento poderia ser definido englobando com-
pactos com interior não vazio, os quais não constituem necessariamente 
regiões poligonais. Os exemplos mais conhocidos de tais ladrilhamentos são 
os notáveis mosaicos criados por Maurits Escher. 
Na literatura aparece a designação tiling para ladrilhamento, sinônima 
de tesselation, que correspond.eria no Português à ''te3selagem", porém tal 
palavra, além de não constar no clicionário da Língua Portuguesa (cf. AU-
RÉLIO), poderia acarretar, por analogia com tecelagem, um sentido distinto 
do adequado. Há a palavra tessela, sinônimo de ladrilho, que não faz parte 
da linguagem usual. Ladrilhamento, em termos matemáticos, pode ter ainda 
como sinônimos pavimentação ou mosaico. 
Um ,CL (JR2) pode "determinar" um subgrupo cliscreto G de ISO (JR2), 
mas sempre em número finito (de subgrupos). Porém, um subgrupo discre-
to G de ISO (JR2) pode associar-se a infinitos ,C L (1R2) • O que pode variar 
infinitamente é a forma do ladrilbo. 
Dado ,C L (JR2) pode ocorrer que não exista um subgrupo cliscreto de ISO (1R2) 
associado a este, como é o caso de ladrilhamentos "não-periódicos", como 
o ilustrado na Figura 2.161 cujo ladrilho é um eneágono irregular. Thte 
ladrilhamento é conhecido desde 1936/37, é devido a Voderberg (referência 
[VODERBERG I e II]), possui forma espiralada com dois pólos e não possui 
grupo discreto de isometrias associado (a tentativa de associação de um tal 
grupo fatalmente origina sobreposição de ladrilbos). 
Ladrilhamentos ''não-periódicos" constituem um campo fértil de pesquisas 
dentro da Teoria de Ladrilhamentos e não o abordaremos neste trabalho, 
1 Ilustração obtida na referência [TÓTH] 
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porém, podemos citar alguns textos como os das referências [RDBINSON I, 





Ainda nesta linha, existe um belo resultado conjecturado por Minkowsky 
e provado por Hajós em 1941 na referência [HAJÓS]: 
TEOREMA 6. Seja C um hipercubo definido por O :::; Xv :::; 1, v ~ 
l, ... ,n E N emlRn. Seja{u,.,\v=l, ... ,n} umabaseparaJRn .. Tomemos 
G ~ (u, I v~ 1, ... , n) subgrupo de ISO (lR"). SuponbamOB que poesamoo 
associar um ladrilhamento .Cc (Rn) por ladrilhos hipercubos C a G, ou seja, 
suponbamas que exista (.Co (lR"), G). 
n 
Assim, a ação de G sobre c é: c --+ c + r onde r= L fflv-'Uv para 
ll=l 
~ = 0,±1,±2, .... 
Nestas condições, tem05 que pelo menos um vetor f possui mna compo-
nente O e as outras componentes ±1. Geometricamente, (.C L (Rn), G) possui 
uma. "linha" ou "coluna" de hipercubos. 
Na referência [STEIN] enoontramoo a demonstração . 
. 
ilustração: No plano é fácil ser convencido do teorema (mas não em 
dimensões maiores). Veja Figura 2.17. 
FIGURA 2.17 
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Será conveniente trabalharmos com um tipo especial de ladrilhamento o 
qual denominaremos ladrilhamento canônico: 
Definição 10. Um ladrilhamento é dito canônico se satisfaz as seguintes 
condições: 
1) Os ladrilhos L são compactos poligonais congruentes. 
2) Dados dois ladrilhos não coincidentes: L1 e L2 , ocorre um dos seguintes 
itens: 
- Lt n L2 = 0; 
- LI n L2 = p, p: ponto-vértice de Lt e ~-
- L, n L, = l, l: lado de L, e L,. 
3) Seja a lado de um ladrilho Lo. Então, existem exatamente um lado a' 
de Lo e uma isometria/. E ISO{IR2) tal que !.(a)= a' e Lonj.(Lo) =a!. 
(Como 3/;;1 E ISO {IR2), temes que /;;1 (a!)= a e Lo n /;;1 {Lo)= a) 
Aqui, eventualmente, a e a' podem coincidir. Neste caso, f a é uma re-
flexão através de uma reta que contém a. 
4) Sejam ap, p = 1, ... , s E f~"f• os lados de um Lo. Então, as isometrias 
J., E ISO (IR2) -am um subgrupo discreto G de ISO {IR2 ) 
(G =(!.,I p = l, ... ,s)) tal que, 'v' L E .CL{IR2) =df E GIL= !(Lo). 
Definição 11. O grupo G da definição acima é chamado de grupo de 
ladrilhamento canônico. 
Dado (.C L {IR2) , G), G pode não ser únioo: 
Exemplo: Se .C L {IR2 ) é o ladrilhameuto por quadrados de lado 1 (Figura 
2.15), temos.queG1 = (Ter,Tet.} ouG2 = (~,Rr2 ,Rra,Rr4 }, onder1 são 
retas que contêm os lados de L, podem ser grupos a::JS<Xi.ados a .C L (JR2). 
O que faremos a seguir é a classificação dos grupos discretos de isome-
trias no plano (subgrupos discreta< de ISO {IR2) ). Esta classificação será 
subdividida em três partes: 
1) Grupos discretos de isometrias que não pC6Suem tra.nslaçõt:s; 
2) Grupos discretos de isometrias que pcssuem todas as transJa.;ões parai& 
las (os vetore&-translações são todos paralela<); 
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3) Grupos discretos de isometrias que possuem possuem translações LI 
(vetores-translações linearmente independentes). 
Nos casos 1) e 2) devemos ter ladrilhameutos associados cujos ladrilhos 
não são compactos. 
2.2.3 Grupos Roseta. 
Suponhamos que G é grupo discreto de ISO (IR2) que não possui translações. 
Há duas possibilidad"': 
A) G não possui isometrias que não preservam orientação. 
B) G possui isometrias que não preservam orientação. 
A) G não pC8Sui isometriati que não preservam on"entação, ou seja, G s6 
possui rotaçõe;; (eventualmente G = {Id}, Id = PA,ff' ). 
PROPOSIÇÃO 16. Todas as rotações de G possuem mesmo centro. 
Demonstração. 
Suponhamos que G possua duas rot.açõe:; com centros distintos: PouJ.t = 
!1 e p02 ,a.'J. = h· Logo, / 1 o f2 o f 1- 1 o / 2- 2 é uma trans1ação {Teorema da Soma. 
dos ÂnguJOB de Composta de 1Wtações ). 
Desta forma, !1 o J,ofj1 of21 (02) =f, o J,of11 (O,) i O, (f, of,ofj1 
é uma rotação de centro f, (O,) i O,). Logo, f, o f, o f!1 o f,-' i Id. 
Mas G não possui translações; logo, todas as rotações de G possuem 
mesmo centro.• 
Seja O E lR? o centro das rotações de G. 
PROPOSIÇÃO 17. G é finito. 
Demonstração. 
A cardinalidade de G é a m...ma de G (A) para qualquer fl i O. Como 
G (A) C Bd(A.O) (0), ternos que G (A) é finito (conseqüência do Teorema de 
Bolzzano-Weierstrass). Logo, G é finito .• 
PROPOSIÇÃO 18. G é cíclico (gerado por um único elemento). 
Demonstração. 
Seja f i IdE G. Logo, f= Po,a com O< a< 211". 
Seja h = Po,a.
1 
tal que a1 seja o mínimo do conjnnto das medidas de 
todos os ângulos ai 's das rotações fi = Po,a., E G. 
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Suponhamoo que f f Jf, Vk E z, Então existem m E Z e O < r < a 1 tais 
que a = ma1 +r. Logo, flm o f = Por contradizendo a minimalidade de n 1 . 
Logo, G = (!1) •• ' 
Observação. 
é um isomorfismo de grupos. Logo, G ~ Zn e o elemento gerador é Po,36CY' /n 
onde n é a cardinalidade de G. 
A Figura 2.182 mostra alguns ladrilhamentos associados a grupos do tipo 
Z,. 
___9 c-+-..9 ___9 w Ç'->t-r;-z, 
Zz Zz z, z, 
* ~w Gi{_,~ \, z. z, z,. 
FIGURA 2.18 
O Grafo de Cayley deZ, é planar e pode ser tomado como sendo um 
polígono regular (orientado) de n lados, donde tiramos as relações definidoraa 
reduzidas X 11 = 1, em que X é o gerador de G = Zn. 
Aaaim, c= (X 1 x• = 1). 
B) G pOOui isometrias que não preservam orientação. 
Seja h uma isometria que não preserva orientação em G. 
Logo, se f,, fz, ... , fn são as rotações concêntricaa de G (!. = Id), temos 
que h oh, f2oh, ... , j 11 oh são todas as isometrias que não preservam orientação 
em G. Assim, G = {ft, ... ,/111 fi o h, ... ,/11 o h} (portanto, G é um grupo de 
ordem 2n). 
2Todas as ilustrnçõe5 de ladrllhamentOH 85SOCiadoo a grupoo diBcretoo de iBometriaB 
nesta e nas duas próximas subseções são adapta.çÕffi de ilUBtrações da referência [TÓTH]. 
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Notemos que Zn é subgrupo de G e que h é uma reflexão llr, pois, se h 
foose glisso-reflexão (com translação não nula), teríamos h2 = 1',; com v of Õ, 
o que é imp068Ível. 
Como conseqüência do Teorema da Invariância (dos centros de rotação) 1 
temo que R,. contém o centro das rotações de G. 
Observemos que/; o R,. (r)= f; (r) d<f. r;. Como/; o R,. é mna reflexão, 
temos que sua reta de reflexão deve ser a bissetriz entre r e Ti. Como i = 
1, ... , n, concluímos que existem n retas de reflexão no grupo G; estas por sua 
vez dividem o plano em 2n setores angulares de mesmo ângulo: 3600 /2n = 
180° /n (pois {!, ... , /.} = (!.) ). 
Conclusão: G = Dn: grupo diedral de ordem 2n ou grupo das simetrias 
de lUll polígono regular de n lados. 
A Figura 2.19 ilustra alguns ladrilhamentos associados a gmpos diedrais 
D •. 
O Grafo de Cayley de Dn para o caso n = 3 já foi feito: Figma 1.2 
do capítulo 1. Para n = 4 ilustramo-o na Figura 2.20 na qual as arestas 
X e x-1 estão identificadas por uma única aresta não-orientada (pois X = 
X -l) e a partir do qual extrairoos as relações definidoras reduzidas X 2 = 
Y4 = (Y X) 2 = 1 (X = R,. e Y = f,). De maoeira geral: G = D. = 














Definição 12. Um grupo discreto de isometrias que não possui translações 
é chamado de grupo roseta (ou grupo de setores). 
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Como vimos, grupos roseta são Dn ou Zn confonne possuam ou não 
isometrias que não preservam orientação. Os grupos discretos de isometrias 
que não possuem translações são sempre finitos. Isto não acontecerá com os 
grupos discretos de isometrias que possuem translações. 
2.2.4 Grupos de faixas. 
Suponhamos que as translações do subgrupo discreto G de I 50 (IR2 ) sejam 
todas paralelas. Consideremos os seguintes casos: 
A) G possui somente isometrias que preservam orientação: 
1) G não possui rotações. 
2) G possui rotações. 
B) G poosui isometrias que não preservam orientação: 
1) G não possui rotações. 
2) G possui rotações. 
Mostraremos que no caso A) eocistem duas poesibilidades para o grupo G 
e no caso B), cinco possibilidades. 
A) 1) G possui somente isometrias que pn:servam. orientação, porém não 
possui rotações. 
PROPOSIÇÃO 19. G é finitamente gerado por uma única translação. 
Demonstração. 
Sejam A E IR2 e G (A) a órbita de A. Temos portanto que G (A) C r: 
uma reta de lR2 . 
Tomemos um compacto conexo e convexo B suficientemente grande tal 
que 
# (B n G (A)) 2: 2. Temos que BnG (A) é finito: BnG (A)~ {A, ... ,A,.}. 
Sejam A;, A;+l pontos de B n G (A) cuja distância entre si seja mi-
nimal em B n G (A). Tomemos v ~ A;A;+l. Sejam A; ~ Bo e A;+l ~ 
B1. Assim, G (A) ~ {rt (Bo) I j E Z}. De fato, se 3A E G (A) tal que 
A '/. {r~ (Bo) I j E Z}, teremos A E]B,,Bk+,!, B, ~ r; (Bo) e Bw 
r;+' (Bo). · 
Logo, r;;' (A) E]Bo,B,[~JA;,A;+ 1 [ contrariando a escolha de v. 
Desta forma, temos que G ~ (r.) ~ { rt I j E z} onde r. é a translação 
"minimal" de G .• 
Chamemos este grupo de F1. 
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A Figura 2.21 é um ladrilhamento associado ao grupo F1 e também parte 
do seu grafo de Cayley, donde tiramos apenas a relação definidora nula. 
Portanto, F1 ~ (X) . 
X 
FIGURA 2.21 
A)2) G possui somente isometrias que preservam orientação, dentre as 
quais rotações. 
Observemos que F1 é subgrupo de G. 
PROPOSIÇÃO 20. As rotações de G são de 180°. 
Demonstração. 
Sejam Id f; f= Po,a E G e Tv a translação geradora de P1. Tomemos 
v~OÃ. 
Afirmação. f o T, o r' é uma translação pelo vetor w ~ Of(AÍ. 
De fato, se a = 1800, o resultado é evidente. 
Se a # 180•, o quadrilátero de vértices O, r' (A), T, ,, r' (A) e A 
é um losango. Como COIIS€<jÜência, o ângulo f o T, o r' (A) ÔA ~ <>/2 e 
o !',f o T, o f-1 (A) OA é isósceles, o que nos fornece Af o Tu o f 1 (A) = 
O f (A), encerrando a demonstração da afirmação (Figura 2.22). 
T~o(~A) 
FIGURA 2.22 
Como V/ jW, temos que f é uma rotação de 180° .• 
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Usando o Teorema da Soma dos Ângulos da Composta de Rotações, temos 
que a compreta de duas rOtações quaisquer de G com centroo distintos é uma 
translação. 
Seja f = p Ao,l80" E G. 
PROPOSIÇÃO 21. Se Tv é a translação geradora de F1 e A E JR2 
é centro de alguma rotação de G, então {'I';i (A) I j E Z} é um conjunto 
formado por centrre de rotação de G. 
A proposição acima é corolário do Teorema da Invariância dos centros de 
rotação. 
Tv o f é uma rotação de 180° com centro no ponto médio do segmento 
AoA1 (A, = Tv (Ao)). Chamemos este centro de Bo. 
Pela Proposição 21 temos que {Tt (B0 ) I j E Z} é um conjunto formado 
por centros de rotações de G. 
PROPOSIÇÃO 22. C= { ... ,B_,,A_"B_,,Ao,Bo,A,,B" ... } onde 
B; = TJ (Bo) e A; = Tt (Ao) contém todos os centros de rotação de G. 
Demoll!!tração. 
Observemos que <l'l centros de C são colineares e pertencem a uma reta 
r C R2 paralela a V. 
Se existisse wna rotação g = p D ISO" com D fj. C, teríamos necessaria-
mente D E r, pois, caso contrário, g ~f (f = PAo,l80<') seria uma translação 
por vetor não paralelo a V, o que não é possível. 
Assim, 3j E Z tal que D E]Aj,AJ+t[ e D f B;. Logo, g o p81,1800 é 
uma translação pelo vetor 2B)5. Mas 112:a;:D11 < lliiJI, (v= A;A;+l)uma 
contradição pois Tv gera Ft .• 
Dos resultados acima, advém que G pode ser tomado como gerado por 
Tv e a rotação f= PAo,I80"• ou seja, G = (Tv,PAa,tsoo). 
Chamemos este grupo de F2• 
A Figura 2.23 é um ladrilham.ento associado ao grupo F2 com parte de 
seu Grafo de Cayley, donde tiramos as re:Ia.çôffi definidoras reduzidas Y 2 = 1 
e (XY)2 = 1. Portanto, F,~ (X, Y I Y2 = (XY)2 = 1). 
X 
E i ) C 
FIGURA 2.23 
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B) 1) G poosui isometrias que não preservam orientação, porém não possui 
rotações. 
Tomemos F1 subgrupo maximal de G e consideremos os dois casos a 
seguir. 
B)l)a) G poosui uma reflexão R,.. 
Logo, podemos escrever G ~ F, U {f o R,. I f E F,} . 
Afirmação. R,. o r. o R,. é uma translação pelo vetor R,. ( i0 . 
De fato. Se Rr o Tv o Rr = Po a para alguma Po a E O, temos que 
Ta o R,. ~ R, o Po.a e no ponto O te,",.os Til (R,. (O)) ~ R,. (O), o que não é 
possível. 
~ 
Se v~ AB com A E r, temos R,. o T, o R,. (A) ~R,. (B), o que encerra a 
afirmação. 
Logo, R,. ( i0 f /v e, portanto, rl_v ou r f/ v. 
Chegamos, portanto, a dois subcasos: 
B)l)a)i) r/ jv. 
Temos, então, que {To Rr I TE F1 } é um conjunto de gJisso-refiexões 
(reflexão no caso T ~ Id). Podemos escrever G ~(Til, R,.). 
Chamemos este grupo de Fl. 
A Figura 2.24 é um ladrilhamento associado ao grupo Ff contendo tam-
bém parte de seu Grafo de Cayley, donde tiramos as relações definidoras re-






Temos que r$ o R,. (r)~ TJ (r)~ r;,(~~ ld). Logo, r;/ jr, 'fj E Z. 
Como Tj o Rr é uma reflexão, a reta de reflexão é a bissetriz da faixa 
delimitada por r e r i. 
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Com isto, concluímos que as reflexões de G possuem retas de reH.exão 
todas paralelas e equidistantes de ~-lliJ11. Também podemos e=ever G ~ 
(Trr, R..). 
Chamemos este grupo de F{. 
A Figura 2.25 é um ladrilhamento associado ao grupo Ff com parte de 
seu Grafo de Cayley, donde tiramos as relações definidoras red.uzidM Y 2 = 




!, 'i, 'i, ( 
X X 
FIGURA 2.25 
B)l)b) G p<=ui urna gliBso-reflexii.o GR,,w. 
Temos que G R; w é uma translação. Logo, G R~ w = T2w E F1 e, desta 
forma, ou T2W = TJ~, ou T21i1 = TJn-l para algum n E .Z. 
Com isto, chegamos a mais dois sub~: 
B)l)b)i) T2,. ~ ~·· 
Temos que T;Jn o GRs,W é uma reflexão em s/ jV. Logo, G possui uma 
reflexão por uma reta paralela a V. É o caso B)l)a)i) e, portanto, G = Ff. 
B)l)b)ii) T,,. ~ r:-•. 
Temos que T;Jn+I o GRs,W é a glisso-reflexão GRs,!iJ• Assim, G = F1 U 
{! oGR,,!• I f E F,}~ (r.,GR,,!•). 
Chamemes este grupo de Ff. 
Notemos que Ff não possui reflexiiffi. 
A Figura 2.26 ilustra um ladrilhamento associado a Ff. Do Grafo de 





B)2) G poosui isometn"as que não preservam orientação, dentre a.s quais 
rotaçi>es. 
Temos que F2 é subgrupo de G e dois casos a considerar: 
B)2)a) G possui uma relJexão R,.. 
Temos que G = F2 U {f o R,. I f E F,}. 
Como F1 é subgrupo de F2 temos, pelo caso B)l)a), que V//r ou Vl..r. 
Portanto, dois subcasos a considerar: 
B)2)a)i) R,. é tal que v/ /r. 
Pelo Teorema da Invariância dos centros de rotação, r coincide com a reta 
c que contém os centros de rotação de F2• 
Deate modo, TJ o Rr, j E Z, é uma glisso-reflexão. 
Sejam Po,o E F2 e s a reta perpendicular a r passando por O, temoe que 
p0 ,1,.., o R,. (A) = A, \f A E s; logo, PO,l80" o R,. é uma reflexão por s. Portanto, 
G também possui reflexões Rs tais que sl..V. Logo, Ff e Fl são subgru~ 
de G e podemos escrever G = (Ta, R,., p0 ,1,..,). 
Chamemos este grupo de Fl. 
A Figura 2.27 ilustra um ladrilhamento associado a F.f. Do Grafo de Cay-
( 
2 2 2 ) leydeF.f teroosqueF.f = X,Y,X I Y2 = P = (XY) = (YZ)' = (XZ) = 1 . 
Notemos que o grafo de Fi "'converge para mn ponto". 
' 
FIGURA 2.27 
B)2)a)ü) R,. é tal que vl_r. 
Logo, Ff é subgrupo de G. 
Se r contém qualquer centro de rotação de F2 , cairemos no caso anterior. 
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Se r não contém centros de rotação, temos, pelo Teorema da Invariância 
dos centros de rotação, que r deve ser mediatriz de um segmento unindo dois 
centros de rotação. 
Sejam Po,1800 E F2 e c a reta que contém os centros de rotação de F2 , 
temos p0 ,1800 = Rc o Rs onde s é a reta perpendicular a c passando por O. 
Logo, Po ""''o R,.= R,oT., onde wj jc. Assim, R.,oT., = T.,oR., é uma glisso-• 
reflexão. Logo, Ff é subgrupo de G e podemos escrever G = (Tv, R,.,p0 ,1goo). 
Chamemos este grupo de F:f. 
A Figura 2.28 ilustra um ladrilhamento associado a Ff. Do Grafo de Cay-
leydeFf temosqueF'f =(X, Y, z I Y2 = Z' = (ZX)' = (YX)2 = x-1 (YZ)' = 1). 
Aqui também podemos notar que o grafo de F:} "converge para um pon-
to". 
z 




B)2)b) G poosui uma glisso-reflexã.o. 
Logo, noosa análise recai nos casos B)2)a)i) ou B)2)a)ü), pois, em ambos 
os casos, temos grupos discretos de isometrias que possuem rotações e ~ 
reflexões. Vejamos isto com mais detalhes: 
Se GRs,w E G, então GR!,w = 'TJ" ou GR!,w = ~n-I, n E Z. 
B)2)b)i~ GR~ . ., = TJ". 
Temoa que Tv-no GR8 ,UJ é uma reflexão Rs com s/ /V. Logo, estamos nas 
condiçõe'l de B)2)a)i). Portanto, G = F:. 
B)2)b)ii) GR~.w = TJ"-1 • 
Tomemos f = Po,1800 , A = O- iV e t a reta perpendicular a c (reta 
dos centros de rotação de F2) passando por A. Temos, pelo Teorema da 
Invariância dos centros de rotações, que s = c. Assim, g = f o T;J"'+I o 
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GR,,w (P) = P, VP E t, ou seja, g é uma reflexão por t. logo, estamoe nas 
condições de B)2)a)ü). Portanto, G = Fi, 
Definição 13. Os grupos F1,F[,F{,Ff,F2 ,F:} e F~ são chamados de 
grupos de faixas ou fitas. 
2.2.5 Grupos Cristalográficos 
Consideraremos agora grupos discretos associados a ladrilhamentos com-
pactos do plano. 
Suponhamos que o subgrupo discreto G de ISO (R2) possua duas translações 
LI, ou seja, ::ITü, Tv E G tal que ü e V são LI. 
Consideremos os seguintffi casos: 
A) G possui somente isometrias que preservam orientação: 
1) G não possui rotações. 
2) G possui rotações: 
a) G possui somente rotações de 180°. 
b) G possui rotações de 360" jp com p E N, p > 2. 
Aqui cabe uma observação: 
G não possui rotações que não sejam do tipo P~,360" In com n E N* e 
k E Z, pois, se 3p0 0 E G que não seja deste tipo, então Pb a 7~ I d, "ti E Z ' . 
ou "o ladrilhamento associado a G possui sobreposição de ladrilhos". No 
primeiro caso, C = {P~.o (A) \ A f O, i E Z} é infinito e limitado. Logo, 
pelo Teorema de Bolzzano-Weierstrass, C possui um ponto de acumulação, 
o que não é possível pois G é discreto. 
B) G possui isometrias que não preservam orientação: 
1) G não possui rotações: 
a) G possui uma reflexão. 
Ó) G possui uma gliss<>-reflecio. 
2) G possui somente rotações de 180°: 
a) G possui uma reflexão. 
b) G possui uma gliss<>-reflecio. 
3) G possui rotações de 360° jp, p E N, p > 2. 
Como veremos, existem apenas dezessete grupos que podem ser asso-
ciados a ladrilhamentos compactos do plano: cinco deles é composto por 
isometrias que preservam orientação e os demais pOBSUeiD isometrias que não 
preservam orientação. 
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A) 1) G possui somente isometrias que preservam orientação, porém não 
possui rotações: 
Logo, G possui somente translações. 
Seja A E IR2 e consideremos G (A). Tomemos uma bola compacta K com 
centro em A de tal modo que G (A) n K (que é finito) contenha no mínimo 
trêl pontos. Tomemos uma figura triangular ABC (não degenerada) de tal 
' . -
modo que B, C E G (A) e ABC n G (A) = 0. 
Tomemos il = AB e V= AÕ. 
PROPOSIÇÃO 23. G(A) = {A+aii+W I a,b E Z}. 
Demonstração. 
Chamemos {A+aii+áü I a,b E Z} de R. 
Como Ta, Tv E G (G só possui translações), temos que T;o~ = Taa+w E 
G. Logo, Ta<+w (A) E G (A) e, portanto, 
RcG(A). (6) 
Tomemos D = B +V. 
Suponhamos que 3P E G (A) tal que P Í R e fixemos um sistema de 
coordenados cartesianas (eventualmente não ortogonais) oom origem em A e 
eixos coordenados contendo Ü e V. 
Temos que, P = kl'il+k2Vcom k1 E]a',a' + 1[ e k2 E]b',ll + 1[; a',l:l E Z. 
Logo, P' = T-a•a-o•v(P) pertence à figura triangular ABC\ {A,B,C} ou à 




i) d(A,P') < d(A,B) ou 
ii) d (A, P') < d (A, C) ou 
iii) d(P',D) <d(B,D) ou 




Nos casos i) e ii) temos que Tzy E G contradiz a ffiCOlha de Ü e V. 
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Nos casos üi) e iv) temos a existência de uma translação T-;:::--;::>; E G e 
D,r-
conseq_üentemente, T_W (A) pertence ao interior da figura triangular ABC. 
Novamente wna contradição com a escolha de i1 e iJ. Logo, P E G (A) e 
P fj R não pode ocorrer. Portanto, 
G(A) c R. (7) 
Por (6) e (7) temos que G (A)= R. 
Temos com isto que T11 e Tv são translações LI ''minimais" de G .• 
Como a análise acima independe da escolha de A E IR2 , temos G -
(T •• r,)= {T,j o rt 1 i,j E z}. 
Chamemos este grupo de 0 1 e Tu, Tv geradores minimais de C1 • 
Nota. C1 é (também) chamado de grupo reticulado do plano. 
A Figura 2.30 ilustra um ladrilbamento (.C L (JR2), C1), onde L é o ladrilbo 
(compacto) hachurado e também parte do Grafo de Cayley de C,. A partir 
do grafo é fácil estabelecer a relação definidora reduzida .xy_x-ly-l = 1, 
logo, G = (X, Y I XY .X-ly-1 = 1). 
i ? L l 
FIGURA 2.30 
C 1 é subgrupo de G em qualquer dos casos citados no início desta seção. 
A)2)a) G poosui somente isometrias que preservam orientação dentre as 
quais rotações, porém todBS com giro de 180°. 
PROPOSIÇÃO 24. Se f = Po '""" E G e R = (r•, T,) ; Ta, T, 
, ' ' 
gera.dOI"ffi minimais de C1 , então R(O) é o conjunto de centros de rotação 
deG. 
Demonstração. 
Temos que g = T~ o T~ o f; i, j E Z é uma isometria que preserva 
orientação com ponto fixo O' = T;. o Tt (O) (lembremos que r: = kTa; 
2 2 
\fk E .Z). Portanto, g é uma rotação de centro a. 
Com isto, temos que R (O) é um reticulado de centros de rotações gerado 
por Tii. e Til. (Figura 2.31). E mais, como composta de duas rot.ações de 180° 




Como toda rotação de G pode ser gerada a partir de f e as translações 
geradoras minimais, temos G = (Po,lBIY', Tu, Tv) . 
Chamemos este grupo de C2 • 
É fácil ver que C2 também pode ser tomado como grupo gerado por Ta o 
Po,I800' Tv o Po,lSOO e Po,ISOO 1 ou seja, c'l = (Po,18fl>J Ta o Po,ISfYJ• Tu o P0,18fY' ). 
A Figura 2.32 ilustra um ladrilhamento (.C L (IR2), C,) e parte do Grafo de 




O procedimento empregado acima sempre se repetirá, ou seja, sempre que 
tomarmos G, teremos que determinar seus centros de rotação. 
A)2)b) G possui somente isometrias que preservam orientação dentre as 
quais, uma rotação de 360' fp com p E 1\1, p > 2. 
Seja f = Po,361J0fp e:Jta rotação. Tomemos g = PA,JIJfl'/q' q E N, q > 1 
tal que d (0, A) >O seja o mínimo possível {isto é possível pois o grupo é 
discreto). 
Observação. g existe, pois Tu o PA,360" /P é rotação de 3600 jp com centro 
distinto de A. 
Temos que f o g = PB,-36U'jr onde~+*+~= 1, r E N, r> 1 (Teorema 
da Soma dos Ánguloo da CompoBta de Rotações). 
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Assim, chegamos a três possibilidade. a serem examinadas: 
A)2)b)i) p = q =r= 3 (portanto, OAB é um triângulo equilátero). 
PROPOSIÇÃO 25. Nas condições acima, C = { ~-;::! o '1,s (O) I i, j E Z} 
é o conjunto dos centros de rotação de G. 
Demonstração. 
Usando seguidamente o Teorema da Soma dos Ângulos da C:Jomposta de 
Rotações a partir de f e g, temos que C está contido no conjunto dos centros 
de rotação de G. 
O é centro de wna figura hexagonal regular H de vértices A, B, f (A), 
f (B), f' (A), f' (B) que não poosui centroo de rotação, excet<> oo vértiCffi 
e o próprio O. Observando que qualquer mn destes vértices é centro de uma 
rotação f' de 360°/3, podemos tomar essas rotações, aplicar o mesmo proce-
dimento dado a f e obter novas figuras hexagonais regulares com centros nos 
vértices de H. Essas novas figuras não possuem centros de rotação, exceto os 




Procedendo recursivamente sobre as novas figuras, concluímos que C é o 
conjunto dos centros de rotação de G .• 
Uma outra observação: todas as rotações de G são da fonna P~,JOOO 13 com 
iEZePEC. 
Determinemos as translações geradoras minimais de C1• 
A composta f o g2 = TA/CAi é mna translação de menor amplitude em G. 
De fato, se 3Ta E G de menor amplitude que TAt(Aj' então Tí:t o PA,36fJO 13 = 
p A'·''"' 13 onde 6A' AT• (A) é tal que Â' = 360°/3. Logo, A' ~ C, wna con-
tradição. 
A outra translação pode ser g o f o g = T Bg(B}. 
Chamemos este grupo de C3. Logo, C3 = (Po,3fU'/3•PA,3fí00/3)· 
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A Figura 2.34 ilustra o ladrilhamento (l!L (IR2), C3) e parte do Grafo de 
Cayley de C,. Concluimos que C3 =(X, Y I X 3 = Y' = (XY) 3 = 1). 
FIGURA 2.34 
A)2)b)ü) p =r= 4, q = 2 (p = q = 4, r= 2 contraria a f!'lcoJha de A, 
pois d(O,B) < d(O,A)). 
Assim, OAB é um triângulo isóacel"' retângulo em A. 
Usando o Teorema da Soma dos Ângulos da Composta de Rotações (e o 
mesmoraciocíniodoitemA)2)b)i), temos que C= {~"";A o Ti5;a (O) I i, j E Z} 
é o reticulado de centros de rotação de G (Figura 2.35). 
FIGURA 2.35 
Quanto às translações: gof2 = T 0g(oJ e fogo f= Tg(B)B são as translaçõ€s 
geradoras de C, (são de mesma amplitude). 
De fato, se 3Ta E G de amplitude menor que T Og(O), basta tomar Ta o g 




Chamemos ffite grupo de C4. Assim, C4 = (Po,300"j4,PA,300"/2)· 
A Figura 2.363 ilustra o ladrilhamento {,C L {llt2), C4 ) e parte do grafo de 
C4, donde concluimos que C4 ~(X, Y I X'~ Y2 ~ (XY) 4 ~ 1). 
A)2)b)üi) p ~ 3, q ~ 2, r~ 6 (ou p ~ 6, q ~ 2, r~ 3); (p ~ 3, q ~ 6, 
r~ 2 contraria a e;collia de A, pois d (0, B) < d (0, A)). 
Temos que o triângulo OAB é tal que Ô = 60°, Â = 90°, Ê3 ~ 30°. 
Com o mesmo procedimento do item A)2)b)i), chegamos ao seguinte reti-
culado de centros de rotação de G (Figura 2.37). 
FIGURA 2.37 
Quanto às translações: g o(! o g)3 ~ TBg(B) e f o{! o g)2 ~ TBf(BÍ são as 
translações geradoras de cl (são de mesma amplitude). 
De fato, se :3Ta E G de amplitude menor que TBg(B}• basta analisar Taoh.., 
i = 1, 2, 3 onde h, E G são as rotações com centros n09 pontos médios dos 
lados do D.Bf (B) r (B). Concluimos que haverá rotação com centro não 
pertencente a G, o que é uma contradição. 
Chamemoo este grupo de 06. ABai.m, 06 = (Po,36fl" /3, PA,36fl" /2) · 
A Figura 2.38 ilustra um ladrilbamento (,C L (llt2 ) , Co) e parte do respec-
tivo grafo. Temos, portanto, C6 ~(X, Y I X 2 ~ Y3 = (XY)" oo 1). 
FIGURA 2.38 
3 0s Grafos de Cayley dos grupos discretos de isometrias associados a ladrilhamentos 
das figuras 2.36, 2.38, 2.40, 2.42, 2.44, 2.46, 2.47, 2.48, 2.51, 2.52, 2.53, 2:.55, 2.56 e 2.57 
foram adaptadas de ilustrações da referência [COXETER IH]. 
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Nota referênte à notação. A nomenclatura Ck se deve ao fato do 
grupo possuir rotações de 360' / k. 
C1, C2, C3, C4 e C6 são os (únicos) cinco grupos discretos de isometrias 
que possuem translações LI e possuem somente isometrias que preservam 
orientações. 
B)l )a) G possui isometrias que não pre>ervam orientação dentre as quais 
uma reflexão R,., porém não possui rotações. 
Sejam Tu e Tv translações geradoras minimais de C1 • Suponhamos que 
llüil SI lVII· É fácil ver que R,. o T;z o 11;1 ~ TR.(ü)· 
Há dois casos a considerar: 
B)l)a)i) i1 não é paralelo e nem perpendicular a r. 
Então, TR.(ü) eu são LI e I IR,. (ü) li ~ llüll· Logo, podemos tomar TR.,(a) ~ 
Tv. Dffita forma, temos que r é paralela à diagonal do losango de vértices O, 
T;z(O), T"oT.(O), Til(O) que contém O (Figura2.39). 
' 
FIGURA 2.39 
Seja d o comprimento da diagonal do losango ligando Ta (O) a Til (O) . 
PROPOSIÇÃO 26. G (~ C1 u {f o R,. I f E C1}) paJSui reflexões R, 
tal que s//r, d(s,r) ~ k~d, k E N' e glisso-retlexões GR,,a tal que sjjr, 
d(r,s) ~ ktd, k E W. 
Demonstração. 
Se R, E G é tal que s não é paralela a r, então R, o R,. é uma rotação. 
Mas G não possui rotações, portanto s/ /r. Se R., R, E G e d (s, t) < ~d, 
então R, o R,~ Ta (llãll < d) é tal que Ta o Ta ou Ta o Til possui amplitude 
menor que T;;. Mas T;; é tuna translação de menor amplitude em G, portanto 
d (s, t) 2 ~d. Pela existência de R, E G tal que d (r, l) ~ id, temoo que 
d(s,t) ~ k0~d, k0 E N'. 
Se GRs,ã E G é tal que s não é paralela a r, então GR:<J,aoR,. = TaoR8 oR,. é 
uma rotação de G, o que não é possível. Logo, r/ js. Se GR,,a E G e d (s, t) < 
td onde t é reta de reflexão de alguma R,. E G, então GR,,,oR,.o(GR,,a)-1 ~ 
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R, onde d (l, t) < ~d, o que não é possível. Logo, d (s, t) 2 id. Pela existência 
de GRm,ã E G tal que d (r, m) ~ id, temos que d (s, t) ~ k0 id, ko E 1\1' •• 
Chamemos erte grupo de Cf. Logo, Cf = (Tu, R,.), ou, então, Cf = 
(GR,,;, R,.), onde sj /r, s f r e 11n1 ~ ~llii+ V11-
A Figura 2.40 ilustra um ladrilhamento (.C L (JR2), cn e parte do respecti-
vo grafo, de onde deduzimos que CJ ~(X, Y I X 2 ~ XY 2X- 1Y- 2 ~ 1). 
FIGURA 2.40 
B)l)a)ii) Se ii/ /r ou iil.r. (Ai ii/ /Tfl..(u))-
Fixemos A E r, tomemos B = A + U e C = A + V, l a reta perpendicular 
~ 
a AB passando por seu ponto médio e s a reta paralela a l passando por A. 
SejaS a faixa limitada por l e s. Temos que C E S, pois, caso contrário, 
r. ~ T_, +Ta é tal que IIT·II < IIT·II, o que não é possível! pela egroJha 
"minimal" de T, (Figura 2.41). 
s 
1t l. r 
FIGURA 2.41 
o --+ 
Suponhamos que C E S. Logo, R,. oT,oR;1 ~ Tfl..(ff) onde R,. (V) ~ AC'. 
Daí Tv o Tw e Tv o T_MJ são translações por vetores paralelos a ü com 
amplitude menor que ü, uma contradição. Logo, C E s ou C E l. 
No caso C E I, temos que AB ~ AC + ACJ. Logo, podemos tomar TMJ 
e TAC como geradores (que originam os geradores minirnajs) de G1. Como 
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r não é paralela e nem ortogonal a AO, temos o caso anterior, B)l)a)i), e, 
assim, G = Ct. 
No caso C E s, temos um novo grupo. 
Como G ~ C, U {f o R. I f E C,}, por tuna análise análoga à feita no 
item B)l)a)i), temos que suas reflexões e g:lisso-reflexões possuem retas de 
reflexão paralelas a r equidistantes ~IIV11 entre si {caso íl/ /r) ou ~llüil entre 
si {caso ílü) . 
Podemos tomar G ~(Ta, R., R,), d(r,s) ~ ~lliill, {caso íl//r) ou G ~ 
(Tu, R., R,), d (r, s) ~ ~llílll, {caso íl.lr). É facil ver que os dois grupos são 
isomorfos; logo, podemos considerá-los como único. 
Chamemos este grupo de ar. 
A Figura 2.42 ilustra um ladrilhamento {.C L (JR2), ar). A partir do Grafo 
de Cayley de C'f, concluimos que 
ar ~ (X, Y, z I X"~ Y 2 ~ xzx-1 z-l ~ y zy-l z-1 ~ 1). 
],~· 
--r· 
--I .... " 
FIGURA 2.42 
B )1) b) G possui isometrias que não preservam orientação dentre as quais 
uma glisso-refiexão, porém não possui rota.çôffi. 
Temos que se GR,.,il é tal glisso-reftexão, então GR,.,il = T2f1. Logo, G pos-
sui tra:nslações paralelas a r, donde podemos concluir que o menor subgrupo 
H de G que.possui GR..,ü e todas as tra:nslações paralelas a r é Fl ou Fl. 
B)l)b)i) H~ Fl. 
Então, existe R., portanto estamos nos casos de B)l)a). 
B)l)b)ü) H~ fi't. 
Então, existe uma glisso-reflexão GR.,.,~, em G tal que GR~,;; = Tronde Tt 
é a menor translação paralela a r. 
Tomemos Ao E r e a0 reta perpendicular a r em Ao. Sejam U-i e ~ imagens 
de a, e Ao por G!P,,, i E Z {Figura 2.43). 
' 
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A_ 2 <\l Ao ; A, AJ 
t ). AI 
I 
FIGURA 2.43 
Seja Tk E G uma translação de menor amplitude com k não paralelo a r. 
Logo, T; (Ao)= B é tal que GR.-.v o T; o GR;) =Ta •.• (>) onde GR.-,v (ic) = 
~-
AoB' = l. 
Se B f!. ai para i E Z, temos que T;, o Tr= Tm onde ffi/ /f' e Tm o Tl para 
algum j conveniente ê uma translação por um vetor de amplitude menor que 
[, uma contradição. Logo, B E ai, i E Z e, pela escolha de Ij,~, temos que 
B E a 0 , a1 ou a-1· 
Temos dois subcasos a considerar: 
B)l)b)ii)a) i= 1 ou -1. 
Temos que T;, e ~~são aa transl.açõaJ que geram as translações geradoras 
minimais de G (T; é uma delas) e que T_fo T; o GR,.,;; = T_,o GR,,t = 
T_,o Tro R, =R, onde s/ /r a uma distância de ~IIBB'II- Logo, G p<J6Sui 
uma reflexão e k (e i) não é paralelo e nem ortogonal as. Temos, portanto, 
o grupo Cf. 
B)l)b)ü)b) i= O. 
Temos, então, um novo grupo, onde as translações que geram as translações 
minimais de·C1 são Tt e T;,. 
Como G = Ct U {f o G R.-,v I f E C.} , ternos que G não pcssui refiexõe3 
(pois T;; Í C1). G p<J6Sui somente translações e glisso-refiexõe3 com retas de 
reflexão paralelas a r equidistantes i llkii-
Chamemos este grupo de cr. 
Seja GR,,v tal que d(r,s) = illkll- Logo, q = (T;,GR,,f!) ou q = 
(GR,,;;, G R,.,,). 
A Figura 2.44 ilustra urn ladrilhamento (.C L (IR2) , C~)e parte do Grafo de 





B)2)a) G possui isometrias que não presavam orientação dentre as quais 
uma reflexão R,., porém possui rotações e estas são todas de 180°. 
Temos, portanto, que 0 2 é subgrupo de G. 
Observação. Temos, baseados nos casos A)l) e A)2)a), que se Po,l80" E 
0 2 , o reticulado de centra~ de rotação de C2 é C= {T~ o Ti (O), i,j E z} 
onde Tu e Tv são geradoras minimais de C1. O reticulado gerado por G1 
é, pelo que vimos nos casos B)l)a)i) e B)l)a)ü), loaangonal ou retangular. 
Portanto, há dois ~ a considerar: 
B)2)a)i) Suponhamos que o reticulado gerado por C, é Jasaogonal. 
Pelo Teorema da Invariância dos centros de rotação, temos que r deve 
conter uma diagonal de algum losango do reticulado gerado por C1 (Figura 
2.45). 
FIGURA 2.45 
Como G = C, U {/o l4 I f E C,), fazendo uma análise análoga à feita 
no ítem B)l)a)i), temos que as retas de reflexão de G ocorrem paralelas âs 
diagonais D e d equidistantes ~ e ~ re3poctivamente e as retas de reflexão 
das gliaso-reflexões ocorrem paralelas às diagonais De d equidistantffi ~ e ~ 
respectivamente. 
Chamemos este grupo de CJ. Logo, CJ = (Tü,Po,IPJJO•R,.). 
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Melhorando: sejam R, PA,l80" E Oi tal que ür e d (A, s n r) ~ ~llüll- É 
fácil ver que Ci = (Rll,Rr,PA,I&P)· 
A Figura 2.46 ilustra um ladrilhamento ( l! L (IR2) , C i) e parte do respecti-
vo grafo. Temos que Oi~ (X, Y, Z I X 2 ~ Y2 ~ Z' ~ (XY) 2 ~ (xzyz)' ~ 1). 
r-1 
' y ' 





B)2)a)ii) Suponhama; que o reticulado gerado por C1 é re1:angular. 
Há dois subcasos a considerar: 
B)2)a)ii)a) Suponhama; que r contenha um centro de rotação. 
Fazendo a mesma análise do caso anterior, r deve ser paralela a Ü ou a V 
(Tü e Tv geradores rninimais de C1). 
Como G ~ C2 U {f o R,. I f E C2 } , as retas de reflexão das tefiexões de G 
ocotrem paralelas a Ü e iJ equidistantes ~llüJI e ~I lVII respectivamente (mesma 
anáfu;e do caso B)l)a)i)). 
Analogamente para as retas das glisso-reflexões. 
Chamemos este grupo de~- Logo, C~= (Tu,Tv,Po,1goo,R,.) ou melhor, 
c; ~ (R,, R1, R,., R,), orule k/ /l, r/ /s, k.Lr e A~ rnk, B = rr1!, C~ snk, 
D = s n l formam uma figura quadrilátera, cujo interior não possui centros 
de rotação . . 
~""! - ........ ?""'"""'"\' 
I i i 
j iY . , . I 




1 I I 
Wl I 
o.l---~>L .......... ..l 
FIGURA 2.47 
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A Figura 2.47 ilustra um ladrilhamento (.C L (JR2 ) , cn e parte do re!pec-
tivo grafo, donde concluimos que 
C?~ (X,Y,Z,W I X 2 ~Y' ~ Z2 ~ W 2 ~ (XY)2 ~ (YZ)2 ~ (ZW) 2 ~ (WX) 2 ~ 1) 
B)2)a)ii)b) Suponhamos que r não contenha oentras de rotJUião. 
Novamente, por uma análise análoga à empregada no ítem B)2)a)i), temos 
que r deve ser a mediatriaz entre duas linhas consecutivas e paralelas de 
centros de rotação (portanto r é paralela ou a i1 ou a V). 
Como G ~ C2 U {! o R, I f E C2} , as reflexões são paralelas a r equidi& 
tantes, ou k11U11, ou k11V11-
AB glisso-reflexões são paralelas a r equidistantes, ou kllull, ou k11V11 e 
perpendiculares a r passando pelos centros de rotação. 
Chamemos este grupo de c:. 
Sejam Po,l8ff'> PA,l8ff' E C2 tais que OA/ /r, entre 0 e a intersecção da 
perpendicular a r contendo O não exista centros de rotação, assim como entre 
O e A. Por conseguinte, é fácil ver que~= (PA,ISIY'>PD,l&F>Rr). 
A Figura 2.48 ilustra um ladrilhamento (.C L (lR2), C1). O Graío de Cayley 
deCinospermiteooncluirquee1 ~ (X,Y,Z I X 2 ~ Y 2 = Z' = xzxyzy = 1). 
FIGURA 2.48 
B)2)b) G possui isometrias que não preservam orientação, dentre as quais 
mna glisso-reflexão, porém possui rotações e ffitas são todas de 180°. 
Novamente, chegamos a dois subcasos: 
B)2)b)i) Suponhamos que o reticulado gerado por C, é Josaognnal. 
Se PA,I80" E C, e GR,.,r é a glisso-reflexão, temos, pelo Teorema da Inva-
riância dos centros de rotação, que r deve ser paralela à reta que bi.ssecta o 
ângulo formado por ú e iJ passando por centros de rotação (Tu e Tv são as 
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translações geradoras nrinimais de C1 ). Assim, se f= m (fi+ ii) para algum 
mE Z, então T_fE G e T_ro GRrr = Rr. 
Se 2f = m(fi+ii) para~ mE (2n+l)Z, então T, o CR,.r = 
CR,.4W+'> = CR,.no(U+il) onde sf/r a uma distância de ~IITu (O) Tv (O) II e 
no E Z. Logo, T-no(tl+V) o GRs,no(il+VJ = Rs {Figura 2.49). 
FIGURA 2.49 
Conclusão: este grupo pC6Slli reflexão R1 tal que l não é pa.ralela e nem 
perpendicular a ü e if. Logo, este grupo é o c;. 
B)2)b)ü) Suponhama; que o reticulado gerado por C1 é retangular. 
Fazendo a mesma análise do ítem anterior, r deve ser paralella a ii ou a V. 
Sem perda de generalidade, suponhamos que r //fi. Há mais dois subcasos 
a considerar: 
B)2)b)ü)a) r contém centrcx; de rotações. 
Então, T -v o G Rr f = R a onde s pode ou não conter centros de rotação. 
Logo, caimos nos.,.,.;,. B)2)a)ü)a) e B)2)a)ü)b). 
B)2)b)ii)b) r noo contém centrcx; de rotaçoo. 
Temos um novo grupo. 
Como C = C, U {f o C ,,r I f E C,} , é fácil ver que n00 há reflexões 
em G e os eixos de reflexões das glisao-reflexões formam uma rede de retas 
perpendiculáreo~ de tal modo que cada centro de rotação está no centro de 
um retângolo da rede (Figura 2.50). 








Chamemos este grupo de c:. 
Sejam GRs fi, GR,. i E c: (Tü e Tv translações geradoras minimais de 
'2 '2 
C1). Temos que ct =I GR •· GR •). \ s,2 r,2 
A Figura 2.51 ilustra um ladrilhameuto (í!L (ll!.2), Ct), do qual decorre 
que ct =\X, y I (XY)2 = (x-'Y) 2 = 1 ). 
FIGURA 2.51 
B)3) G possui isometrias que não prec;ervam orientação, porém possui 
rot&;ões de 360° I p, p E N", p > 2. 
Há três casos a analisar: 
B)3)a) C3 é subgrupo de G. 
Observação. Como o reticulado gerado por C1 é losangonal (item A)2)b) ), 
temos que se G possui uma glisso-re.flexão, então pelo caso B)2)b)i), G deverá 
possuir uma reflexão. Logo, analisaremos G tomando apenas reflexões. 
ConsidereiDOB o lasango ABCD, gerador do reticulado C de centros de 
rotação, de modo que BC é a diagonal menor, AD é a diagonal maior. Pelo 
Teorema da Invariância dos centros de rotação, temos que r I I BC ou r I I AD. 
Assim, temos dois casos a analisar: 
B)3)a)i) r I/ BC. 
Sem perda de generalidade, BC C r. 
Temos que Pc,aooo ;a o Rr = R 8 onde AC C s e Pc,12f1> ; 3 o R,. = Rt onde 
CD C t. Com isto, G contém três famílias de reflexões paralelas equidistantes 
liA:' li de tal modo que cada triângulo equilátero do reticulado (de centros de 
rotação) possui lados em retas de reflexão. 
Notemos que as farm1ias de retas de reflexão são também de retas de 
glisso-reflexão. 
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Chamemos este grupo de Cj. Logo, Cl ~(R,, R, R,). 
A Figura 2.52 ilustra um ladrilhamento (.CL (JR2), Cj). Temos que Cj ~ 
(X, Y, Z I X 2 ~ Y 2 ~ Z2 ~ (XY)3 ~ (YZ)3 ~ (ZX)3 ~ 1). 
FIGURA 2.52 
B)3)a)ü) rjjAD. 
Sem perda de generalidade, AD C r. 
O procedimento é análogo ao feito no item anterior, exceto na equidis-
tância das retas de reflexões, que neste caso é ~IIABII· 
Vale a inesma observação feita no item anterior sobre as glisso-reflexões. 
Chamemos este grupo de~ e chegam<>< a~~ (Po,:Jro0;3 , R.), O i r. 
A Figura 2.53 ilustra um ladrilhamento (.C L (JR2) , cn . Notemos que~ ~ 
(x, Y 1 X'~ Y' ~ (Y-'xYX)2 ~ 1). 
FIGURA 2.53 
B)3)b) C4 é subgrupo de G. 
Consideremos o reticulado quadrangular gerado pelos centros de rotação 




Pelo Teorema da Invariância dos centros de rotação, temos que se G R,. r E 
G, r deve ser paralela, ou a AB, ou AC, ou AD, ou BD. , 
É fácil ver, a partir de GRr,b que 3Rs,GRs,iê E G tal que sl..r ou a AC. 
Isto nos remete à análise apenas de reflexões R, com r// AB ou r// AC, 
portanto dois casos a analisar: 
B)3)b)i) Seja R, E G tal que r// AB. 
É fácil encontrar (construir) as quatro famílias de retas de reflexão de G. 
Elas são tais que: 
Todas possuem centros de rotação de 360°/4. 
Duas delas são ortogonais com retas equidistant.s IIABII e as outras duas 
são também ortogonais com retas equidistantes IIACII-
Chamemos este grupo de Cl e notemos que Cl = (R,., R8 , Rt), onde r, s, 
t contêm os lados de um dos dois triângulos de ângulos 45°, 90°, 45° no qual 
ABCD se decompõe. 
A Figura 2.55 ilnstra um ladrilhamento (.C L (JR2) , C f) . Do Grafo de Cay-
ley de Cl tiramos que 
C}= (X,X,Z I X2 = Y 2 = Z2 = (XY)4 = (YZ) 4 = (ZX) 2 = 1). 
FIGURA 2.55 
B)3)b)ii) Seja R, E G tal que r// AC. 
Logo, r contém apenas centros de rotação múltipla de 360°/2. 
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Desta forma, existem duas famílias de retas de reflexão ( equidistantes 
IIACIIJ ortogonais. 
Chamemos este grupo de G e notemos que Gl = (Po,aw;4 ,Rr), onde 
O rfc r. 
A Figura 2.56 ilustra um ladrilhamento (.C L (IR2) , Cl). Do Grafo de Cay-
ley tiramos CJ = (X, Y I X 4 = Y' = (X- 1Y XY) 2 = 1 ). 




B)3}c) C6 é subgrupo de G. 
Baseados no reticulado C de centros de rotação e no Teorema da Inva-
riância dos centros de rotação, se G Rs ;, temos que s deve ser uma reta 
' que une dois pontos de C. :Mas tOOa reta que une dois pontos de C deve 
conter um centro de rotação de 360°/2. Seja PA,3600/2 E G, A E s. Logo, 
PA,300o;2 o GRs,t =R,. E G é tal que r .l..s. Isto nos permite analisar somente 
as reflexões em G. Assim sendo, suponhamos qu~ 14 E G. 
Como G = c. u {f o R. I f E c.} ' é fácil verificar que por todo ponto de 
C deve paasar uma reta de reflexão de G. Ademais, se um centro de rotação 
possui rotação de 360°/6, então por este centro passam 6 reta• de reflexão. 
Analogamente para oentros de 360" /4 e 360" /3. 
Chamemos este grupo de CJ e notemos que CJ = (R,., R 8 , Ii~) , onde r, s, 
t são retas ~e contêm os lados de um triângulo gerador de C. 
AFigura 2.57ilustra umoladrilhamento (.C L (IR2), Ci). Do Grafo deCay-
leydeCt temooCt =(X, Y,Z [ X 2 = Y 2 = Z2 = (XY) = (YZ)3 = (ZX)6 = 1). 
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FIGURA 2.57 
Definição 14. Os grupa; C1, Cz, C3, C4, C6, Cf, C~, C~, CJ, ~. ~. 
c:, Cj, q, Cl, Cf e CJ são chamados de grupos cristalográficos. 
Em nossa notação, Cj é subgrupo de Ci. 
O número de grupos cristalográficos é finito em qualquer lRn. Tal resul-
tado é conhecido como Teorema de Bieberbach e pode ser encontrado na 
referência [WOLF]. Sabemos que em dimensão três o número de tais grupos 
é 230, enquanto em dimensão quatro este número é 4. 783. 
Resumimos a seguir a classificação dos grupos discretos de isometrias do 
plano euclidiano: 
I) 2 famílias de grupos que não possuem translações: {Zn}nEN e {Dn} nEN, 
chamados de grupos roseta (grupos finitos). 
11) 7 grupos que pOBSuem todre os vetores translação paralelos entre si, 
chamados de grupos de faixas (grupos infinitos). 
111) 17 grupos que pOBBUem vetores translação linearmente indepen-
dentes, chamados de grup06 cristalográficas (grupos infinitos). 
Os grupos de I) e 11) estão associados a ladrillhamentos no plano euclidi-
ano com ladrilhos não-campactre enquanto que re de III) estão associados a 




Ladrilhamentos e Grupos 
Discretos de Isometrias no 
Plano Hiperbólico 
Neste capítulo estudaremOB alguns grupos de isometrias no plano hiperbóli-
co, particulannente os grupos discretos de isometrias. Estes grupos pos-
suem diversa.<;~ peculiaridades, dentre as quais a associação com uma série de 
ladrilhamentoo no plano hiperbólico. Mais precit!amente, é "'ta associação 
que estamos interessados em explorar neste capítulo. Para tanto, admitire-
mos conceitos e resultados básicos de geometria hiperbólica plana. 
AR principais referências para ...te capítulo são [BEARDON], [KLING EN-
BERG], [MAGNUS li] e [CARATHÉODORY]. 
É conveniente uma pequena introdução a algumas propriedades "globais" 
de isometrias que neste trabalho são enfocadas tendo por base o plano hiper-
bólico. Utilizaremos os mOOelos de Poincaré do semi-plano superior: 6 = 
{z E C I Imz >O} e do disco unitárioo «. ~ {z E C I lzl < 1} para reprt>-
sentação do plano hiperbólico. 
Denotaremos r=~ {z E C I lmz ~O} U {oo} e<=~ {z E C I lzl ~ 1} 
por reta e círculo no infinito de 6 e 1!: respectivamente. Utilizaremos, ainda, 
a notação 6* = 6 Ureo e C= I!:UC00 • 
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3.1 O Modelo 6 
3.1.1 Uma Introdução Rlemanniana ao Modelo Hiper-
bólico 6 
Nosso objetivo nesta seção é tratar os modelos hiperbólicoo como variedade~ 
riemannianas. Para tanto, é prreiso definir um produto interno variável 
ponto a ponto nesses modelos, a partir do qual, introduziremos a noção de 
isometria. 
Definição 1. Chamemos métrica riemanniana sobre a variedade bidi-
mensional M de dimensão ma aplicação g: M --t S(m,:IR) onde 9ii: 
z >--+ (g,, (z)) 
M---+ 1R são diferenciáveis e (9ij (z)) é simétrica e positiva dettnida. 
1 
SeM= 15, tomemos g;; (x,y) = 2 se i= j e g;; (x,y) =O se i f j. y 
9ii é uma métrica denominada. métrica hiperbólica do semi-plano superior. 
Em vizinhanças coordenadas de M sempre é ptN'iivel deliJJir tais g~j. 
Definição 2. De!Jnim05 o produto interno (, ) : T,M x T,M ~ lR 
no ponto z EM por (v1,v2 ) = [ a1 ••. am ].(g;;(z)). [ t] onde v,= 
(a1, ... , u.m) e v2 = (bt, ... , bm) são vetores em TzM e 9ii (z) são como na 
Definição 1. 
1 
Notem05 que em 15, (v,, v,) = 2· (a1a, + b1b.,). 
y 
Definição 3. Definim05 a norma I I : M ~ JR. no ponto z E M por 
lvl = ,J{V:0 onde v E T,M. 
Definiçij.o 4. Sejam v1 = (ah ... , tlm) e v2 = (b1, ... , bm) vetores em TzM· 
Definimos M-ângulo a entre v1 e v2 de tal modo que cosa== ~~:~·-~~-
PROPOSIÇÃO 1. O 15-!Jngulo a entre VI e v, em Tcz.v:,l5 é o mesmo 
que o ângulo a entre v1 e v2 em JR2 . 
Demonstração. 
BastaobservarqueemlR2 , (v,,v,)(IR') = a,a,+b:tb.,, {lv;I(R') = (v;,v;)(R') 
(vi, v2)(R2) 
ecos a= onde a é ângulo euclidiano entre v1 ·~ v2). 
lv'ICR'J ·lv,I(R') 
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Devido à proposição acima, chamemos 6-ângulo a de ângulo (euclidiano) 
a. 
Definição 5. Seja 
"' : [r, s] c I!.--> M 
curva parametrizada C1 por partes em M. 
Definimos o comprimento de 'Y por 
' 
I "'i = f 11 (t)l dt . 
• 
(1) 
Particularmente, seM= 6, então 1"11 = 1: t:,~ti;)dt, onde o numera-
dor do integrando é a nonna em IR2 . 
Definição 6. Sejam z, w E M. Definimos distância entre z e w como 
sendo o valor inf {1"11} onde"' é da forma (1), "'(r)= z e"' (s) = w. 
PROPOSIÇÃO 2. p : M x M --> I!. , onde"' é da 
(z,w) >-> p(z,w)=inf{l"'l} 
forma (1) p (r)= z e p(s) = w é métrica em M. 
Demonstração. 
1) 'lz, w E M =<> p (z, w) 2: O, pois 11 (t)l 2: O e, portanto, J: 11 (t)l dt 2: 
0, 'rf'Y e T :$ S. 
2) p(z,w) = p(w,z),'lz,w EM: 
p(z,w) · inf u: 11 (t)ldt}, r S s (fixos), --y(r) = z e "'(•) = w. 
p(w,z) = inf u: la' (t)ldt}, a(r) = w e a(s) = z. 
Seja g: [r, s] --> [r, s] 
t >-> g(t)=-t+r+s 
Então, inf u: I<>' (tll dt} = w { 1:::: I<>' (g (tlll g' (t) dt} = 
inf u: lcl (g (t))l ( -1) dt} = inf u: la' (g (t))l dt} = 
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inf u: ]a' (g (t))g' (t)] dt} ~ inf u: l(a o g)' (t)l dt} ~ inf { J: 11 (t)] dt}, 
onde 1 (r)~ z,r(s) ~ w ~ p(w, z) ~ p(z, w). · 
3) p (z1, za) ::; p (z1, z,) + p (z2 , z3), \fz1, z2 , z3 E M: 
p (z,, za) ~ inf {J: 11 ( t )] dt} , r ::; s, 'Y (r) ~ z1 , 'Y ( s) ~ z,. 
Seja p E [r, s]. Podemos tomar 
p (z1, z,) ~ inf {!:]a' (t)] dt}, a (r) ~ Z1, a (p) ~ z2. 
p (z,, za) ~ inf {J: 1/l' (t)] dt} ,/3 (p) ~ z2 , f3 (s) ~ z3 . 
Mas inf u: ]a' (t)] dt }+inf u: ];3' (t)] dt} ~ inf u: l(a V /3)' (t)l dt}, 
onde a V f3 : [r, s] ~ M 
t >-+ { a (t) se t E [r,p) 
f3(t) setE [p,s] 
Assim, a v /3(r) ~ z1,a V f3{p) ~ z2,aV f3(s) ~ z3. 
Logo, p (z1 , z2) + p (z,, za) ~ p (z,, za), pois 
inf u: l(a V /3)' (t)l dt} ~ inf u: ]1 (t)] dt}, onde 1 (r)~ z1 e 
r(s)~z,.• 
Notemos que em 6, p(z,w) ~ inf u: t:,~?;)dt}. 
Sempre que nos referirmos ao modelo 6, ffitamos com o fflP8ÇO métrico 
(6,p) em mente. 
Definição 7. g : M --+ N é uma isometria entre M e N se g é diferen-
ciável (como aplicação entre variáveis reais), bijetora e 
(dgp (vi) , dgp (v,)) N ~ (v1, v,) M 
onde dgP: TPM--+ T9(p)N é aplicação derivada de g emp EM, v1,v2 E TPM. 
Particularmente, seM= N = 6, temes que g é isometria em 6. 
PROPOSIÇÃO 3. g : M --+ N é isometria entre M e N se e s6 se 
p (z,w) ~ p' (g (z) ,g (w)), \fz,w EM, ande p e p' são métric.,., em Me N 
definidas como na Proposição 2. 
Demonstração. 
~) p'(g(z),g(w)) ~ inf{J:Ia'(t)]Ndt} onde a: [r,s] C JR~N é 
curva parametrizada tal que a (r)~ g (z) e a (s) ~ g (w). 
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Podemos tomar a = g o 1 onde 1 : [r, s] C IR ---+ M é curva parametrizada 
tal que 'Y (r)~ z e 'Y (s) ~ w. 
Logo, p' (g (z) ,g (w)) ~ inf {J: l(g o -y)' (tJIN dt} ~ 
inf{!: V((go-y)'(t),(go-y)'(t))Ndt} ~ 
inf {J: V(')' (t))2 (d90 (t) (1, O, ... , O), dg0 (t) (1, O, ... , O))Ndt} ~ 
inf U>j (t)l )((1, O, ... , O)' (1, O, ... , O)) Mdt} ~ inf {J>i (t)IM' dt} 
p(z,w). 
*=) A demonstração neste sentido não é imediata e requer um desenvolvi-
mento mais profundo da teoria, fugindo aos propósitos deste trabalho. Para 
tanto, indicamos a referência [KOBAYASIIT] página 169 .• 
As isometrias g : M --+ M constituem um grupo com a operação de 
composição. Denotaremos este grupo por ISO (M) 
Definição 8. Um segmento geodésico em M é uma curva de compri-
mento mínimo entre dois pontos de M. 
Algumas perguntas naturais surgem nesta ocasião: 
1) Quais são os segmentos geodésicos em 6? 
2) Há expressões analíticas "mais simples" para p (z, w), onde z, w E 6? 
3)Quais são os círculos em 6? 
Em respoeta à primeira pergunta formulada ácima temos: 
PROPOSIÇÃO 4. Um segmento (geodésioo) ligando dois pontos de 6 
é um arco de circulo centrado em r 00 ou um segmento de semi-reta ortogonal 
a.Too. 
DemoDBtração. 
Sejam Zo e wo pontos em 6 C R 2 := C. 
Seja 'Y: [r, s] c lR ~ 6 curva parametrizada tal qne 'Y (r) ~Zoe 'Y (s) ~ 
wo e tomemos 'Y (t) ~ x (t) + iy (t) '* 1 (t) ~ x' (t) + iy' (t). 
Suponhamos que y' (t) i O, \ft E [0, 1]. 
Logo, 
f" j'lx' (t) + iy' (t)I(K'l j' Jx (t)' + 11 (t)' 1-rl ~ 11 (t)1(6) dt ~ ( ) dt ~ ( ) dt ~ T T yt T yt 
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(
x' (t))' y'(t) - +1 
f ' y' (t) dt <;}f' y' (t) dt ~ logy (t)l' ~ log!!_is) , y(t) , y(t) ' y(r) 
Temos que a igualdade em (•) ocorre se e só se x' (t) ~ O e y' (t) f O, 
VE[0,1]. 
Suponhamos que Zo = Xo + ip e Wo = Xo + iq, p =/; q. 
Seja 1: [0, 1] c IR ~ 6 
t >-> "Y(t)~xo+i(p+t(q-p)) 
Desta forma, 1 é uma parametrização do segmento euclidkwo ZoWo e a 
igualdade ocorre em ( •) , sendo 
1 
111 ~f li (q- P)ldt ~ 
t (q- P) 
o 
1 
f ~dt ~ llog~~ 
o 
(2) 
Assim, um segmento de semi-reta euclidiana ortogonal a 1''00 é um seg-
mento geodéoico. 
Agora, suponhamos que Zoe wo não pertencem a uma aemi-n::ta euclidiana 
ortogonal a r 00 • Consideremos o semi-círculo L euclidiano com: centro c em 
r oo e raio r tal que zo, w0 E L. 
Tomemos 
h: 6 ~ 6 (3) 
z >-> 
-2rz- (4r'- 2rc- 2r2 ) 
z- (r+ c) 
Veremos mais adiante que h é isometria em 6 (geometricailJtente h é uma 
composição de uma inversão num semi-círculo tangente a L, com o dobro do 
raio de L, e uma translação horizontal). 
Temos que h(L) C {yi I y E IR~} e, portanto, h(Zo) ~ia e h(w0 ) ~ ib e 
recairnos no caso anterior. 
Como p(Zo,wo) ~ p(h(Zo),h(Wo)), concluímos que arccs de círeulos 
euclidianos centrados em r 00 são segmentos geodésicos. 
Por outro lado, qualquer curva de comprimento mínimo ei:ttre dois pon-
tos pode ser "levada" a um segmento de semi-reta ortogonal a r00 , donde 
concluimos nossa asserção .• 
Os prolongamentos dos segmentos geodésicos em 6 determinam as retas 
hiperbólicas ou geodésicas em 6, que doravante terão outra designação: 
Definição 9. Chamemos de h-reta a intersecção de 6 com círculo ou 
reta (euclidianas) ortogonais à r 00 • 
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Definição 10. Sejam z, w E í5 e L C í5 a h-reta que contém z e w. Logo, 
L\ {z,w} possui três componente:> conexas. A componente compacta (que 
é wn segmento geodésico) llllida aos pontos z e w denotamos h-segmento 
e escrevemos zw. As outras duas componentes un.ida.s aoo seus respectivoo 
~ 
pontos z e w sãn denotadas h-semi-retas e escrevemos Zó: e w{3 onde a, {3 E 
r=U(oo). 
Nota. A definição geral de geodésica em variedades riemannianas pode 
ser encontrada na referência [do CARMO]. Não a introduziremos neste tra-
balho, pois envolve wna série de conceitm que fogem aos D08808 propósi:taJ. 
Em resposta a segunda questão temos: 
PROPOSIÇÃO 5. 'lz,w E 6: 
\z - w\ + lz - wl 
a)p(z,w)~log\ \ \ \; z-w- z-w 
\z-w\2 
b) coshp(z,w) ~ 1 + 2lmz.lmw; 
c) sinh(-21p(z,w)) ~ \z-w\ ; 
2v'lmz.lmw 
d) tanh Gp(z,w)) ~ 1:=:1 
Demonstração. 
Sabemos que coshz ~~(e' +e-•) e sinhz ~~(e'- e-•). 
Com estas definições é fácil verificar que as equivalências seguem; logo, 
demonstremos apenas o item h). 
Sejam z0 , w0 E 6 que, devido à isometria (3), podemos considerá-los 
pertencentes a uma geodésica L do tipo semi-reta ortogonal a r \'X). Logo, 
Zo ~ xo +ip e w0 ~ x0 +iq e devido a (2), lemos que p(Zo,wo) ~ llog~l· 
1 ( I •i -llog'l) 1 (q P) 1 (q' + P') Logo, coshp(zo,wo) ~ 2 e 1og, +e ' ~ 2 ;; + q ~ 2 pq ~ 
2pq-2pq+q2 +p2 2pq (p-q)2 \z-w\2 
:::;:_:.c.__2:.;__:._:o__:_!'_ ~ - + ~ 1 + , o que completa a 
2pq 2pq 2pq 2lmz.lmw 
demonstração .• 
Em resposta à terceira qUestão temos: 




Temosqueocírculoéescritonaforma {z E 151 p(z,c) =r} e que -1 < 
" 1 " " e - e2- e-2
-- < 1 =} -1 < " " < 1 =} 
er + 1 e2 +e 2 
-1 < tanh~ < 1 => 1- (tanh~)' i O. 
Sabemoe que um círculo euclidiano no plano complexo é dado por zz + 
Az + Az + B = O onde A E <C e B E llt. (Se A = a+ ói e z = " + iy, lemoo 
que a equação acima se escreve como x 2 + y 2 + 2ax + 2by + B = O). 
O centro deste círculo é -A e o raio é J AA- B; (lz +AI = JI-.AA"'7_-B-=c); 
naturalmente AA- B > O. 




Seja A = 2 2 e B - ---:-'-~'f,-. É :fácil verificar 1- (tauh~) 1- (tanh~) 
queAA- B >O. 
Logo, 
_ (-c+c(tanh~)') _ (-c+C(tanh~)') cc-ce(tanh~)' 
zz+ 2 z+ 2 z+ 2 = O ::::} 1-(tanhD 1-(tanhD 1-(tanh~) 
(1- (tauh~n zZ+ (-C+ c (tauh~)} + (-c +C (tanh~)}+ 
cê-cC (tanh :_)2 =O=? cC- cZ- zC + zZ = (tanh :_)' => (~- z) (C- Z) 
2 cc-cz-cz+zz 2 c·-Z C-z 
(tauh ::)' => I c-: I = tanh:: => tanh (!:.p (c, z)) = tanh:: => p (c, z) = 2 c-z 2 2 2 
r .• 
3.1.2 Isometrias em 15 




bc > O são chamadas de transformações de Mõbius. 
Vaii106 determinar quais são as isometrias em S. Veremos que estas são 
dadas por transformações de Mõbiua ou suas compostas com a conjugação 
complexa. Um tipo importante de isometria hiperbólica que é dada por reta 









(cz + d)2 
.. y(ad-bc) 
Sez=x+ty: Im9(z)= 2 ,. (ex+ d) + (cy) 
lg'(z)l= a(cz+d)-(az+b)ca(cz+d)-(az+b)c = 
Y (cz + d)2 (cz + d)2 
r---:-:--':co-
(ad- cb)2 (ad- cb) 
~ (cz+d) 2 (cz+d)2 = (cz+d)(cz+d)' 
ad- cb 
Logo l9'(z)l = c2zz+cdz+cãz+d' = (ex+d)'+(cy)
2 
_ 
'Im9(z) y(ad-bc) y(c'zz+cd(z+z)+d2) 
(ex+ d) 2 + (cy)2 
1 (ex+ d) 2 + (cy)2 1 ((ex+ d) 2 + (cy) 2) 
y· c2 (x2 + y2 ) + cd (2x) + d2 = y· ((ex)2 + 2cxd + d' + (cy)2) = 
~=-~-.• 
y Imz 
PROPOSIÇÃO 7. Se 9 : 6 ~ 6 é transformação de Mõbius, então 9 
é isometria em (6,p). 
Demonstração. 
Seja 'Y : [r, s] -+ 6 diferenciáveL O caminho g o 1 : [r, s] -+ 6 é tal que 
19 o~~= r l9' r:~tn t)it)l dt = r i::~(~tiii) h' (t)l dt = 
f' b' (t)l dt = 111· 'lml (t) 
Logo, p(z,w) = inf {111}; 1 (r)= z; 1 (s) = w => p(z,w) = inf {19 o 11}; 
9 o 1 (r)= 9 (z); 9 o 1 (s) = 9 (w) => p(z,w) = p(9 (z) ,9 (w)); 'iz,w E 6. 
Portanto, 9 é uma isometria de ( 6, p) .• 
PROPOSIÇÃO 8. 9 : 6 ~ 6 , a, b, c, dE R, ad- bc >O 
a(-z)+b 
c(-z)+d 
é isometria em (6, p). 
Demonstração. 
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Sejam z, w E 6: 
tanh(~p(g(z),g(w)))~ g(z)-g(w) ~ ... ~!zz=ww!~tanh(-21 p(z,w)). 2 g(z)-g(w) 
Logo, p (g (z) ,g (w)) ~ p (z,w) .• 
PROPOSIÇÃO 9. Se <f;: 6 ~ 6 é isometria em (6,p), então <f;(z) ~ 
az+b a(-z)+b 
d ou<f;(z)~ ( ) dcoma,b,c,dElRead-bc>O. cz+ c -z + 
Demonstração. 
Sejam z, w, v E h-reta C 6, com v entre z e w. 
Como p(z,w) ~ p(z,v) + p(v,w), se <f;: 6 ~ 6 é isometria em (6,p), 
então p (<f; (z), <f; (w)) ~ p (<f; (z), <f; (v))+ p (<f; (v), rjJ (w)). 
Logo, <f; (v) está entre rjJ (z) e <f; (w). 
Assim, rjJ ( zw) ~ rjJ ( z) rjJ ( w) e consequentemente, 
rjJ leva h-retas em h-retas. (4) 
Seja g : 6 ----+ 6 ; ad - bc > O tal que se E = eixo ima-
az+b 
z """'g(z)~ d 
cz+ 
ginário e g (<f;(L)) ~L, ou seja, g o <f;: 6 ~ 6 é isometria que fixa L C 6. 
A expressão analítica de g pode ser obtida de (3). 
Podemos supor que g o cjJ fixa o ponto i. Caso não fixe, componhe g o cjJ 
com: 
h1 6 ----+ 6 , r E JR~. 
z H rz 
Podemos supor que g o rjJ (O) ~ O e g o rjJ ( oo) = oo. Caso não haja essa 





(h, e h, ;W> isometrias em (6,p)). 
Com isto, tem<x'O que se p f 1, p (i, ip) ~ llogtl· 
Mas p(i,ip) ~ p(gorjJ(i),gorjJ(ip)) ~ p(i,gorjJ(ip)) ~ llog~~, onde 
ki ~ g o rjJ (ip) e, assim, se 
p>1•k>1esep<1•kc1. (5) 
Logo, jlogpj = jlogkj•logp = ±logk. 
Se logp~logk•logt~O•t=1•k=p. (6) 
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1 
Se logp = -log k => logpk = O => pk = 1 => k = -. (7) 
p 
O caso (7) não ocorre devido a (5). 
Logo, podemos considerar g o .PIL = Id. 
Sejam z = x + iy ego .P (z) = u + iv. Ternos que p (z, it) = 
p (9 o .p (z) ,g o .p (it)) = p (u + iv, it), \lt E 1!.+. 
Mas sinh (~p (z, w)) = iz- wl . Logo, 
2 2v'Imz.Imw 
sinh Gp (z, it)) = sinh Gp (u + iv, it)) => ~~~~ = lu~~ itl => 
vx'+(y-t)' vu'+(v-t)' 
JYt - ../Vi => (x' + (y- t) 2) v= (u2 +(v- t)2 ) y. 
Temos a igualdade de duas funções (na variável t). 
Portanto, x2 = u2 e y =v:::::> x = ±u e y =v. 
Assim, 9 o .p (z) = z ou 9 o .p (z) = -x + iy = -z. 
Mas isometrias são contínuas. Logo, g o .p (z) = z ou g o .P (z) = -z, 
\lz E 6. 




De9o.P(z)=-z=>.P=y-1 ofonde f: 6 __, 6 .• 
z ~--+ -z 
Juntando as Proposições 7, 8 e 9, temos: 
TEOREMA 1. .P: 6 __, 6 é isometria em (6,p) se e s6 se ,P(z) = 
az+b a(-z)+b 
---;ou ,P(z) = ( ) d com a,b,c,d E R e ad- bc >O. 
cz + d c -z + 
Nota. Seja .p E ISO (6,p). Dividindo o numerador e denominador de 
ad bc ad-cb D2 
.p (z) por~= v'ad cb temos-.---.-= =- = 1. 
, ~~ ~~ ~2 i)2 
Com isto, podemos reformular o Teorema 1: 
TEOREMA 1* . .P: 6 __, 6 é isometria em (6,p) se e s6 se .P(z) = 
az+b a(-z)+b 
---;ou .P(z) = ( ) d com a,b,c,d E 1!. e ad- bc = 1. 
cz +d c -z + 
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A vantagem de se trabalhar com isometrias na forma proposta pelo Teore-
1* , od . . d . "' ( ) az + b , 1 ma e que p emos compor ISOmetnas o tipo '+' z = sunp esmente 
cz+d 
multiplicando matrizes do tipo M.p = [ ~ ~ ]· 
Temos, ainda, alguns resultados importantes sobre isometrias em 6: 
Observação. Isometrias em S levam h-retas em h-retas (J~ésicas em 
geodé3icas) e pl'ESel'Valll medidas de ângulos. 
De fato, vimos a primeira asserção no item numerado (4). Quanto à 
segunda asserção, basta notar que se c/J é isometria em 6, então 
(dcf>,(v,),dcf>,(v,)) ~(v,, v,) onde p E 6 e v, v, E Tp6. Seja a ângulo 
(v1 ,v2) (dcf>,(v1),dcf>,(v2)) 
entre v1 e v2 • Logo, cosa~ I I I I ~ I ( li I ( li ~· cos/3 onde f3 
v1 . v2 dt/Jp v1 . dt/Jp v 2 
é ângulo entre cf> ( v1) e cf> (v,) . Tomando a, f3 E [0, 1r] , temos que a ~ /3. 
Finalmente, não poderíamos deixar de mencionar o seguint;e resultado: 
TEOREMA 2. Trl!s pontos não colineares hiperbólicos em 6 determi-
nam uma. única isometria, ou seja: 
Se z, w, x E í5 são pontos nã<:Hxilineares hiperb6licce e f, fi : S --+ S são 
isometrias tais que f (z) ~ g (z), f (w) ~ g (w) e f (x) ~ g (x), então f~ g. 
A demonstração se processa exatamente como no Teorema 1 do Capítulo 
2, pois, em função dos resultados aqui obtidos, os nossos argumentos se 
aplicam. 
3.2 O Modelo <1: 
Sejaf:6~1t 
Z-2 
. Sua inversa é J-1 : e;: - S 
z ~ 
. z+i 
É fácil verificar que f é um difeomorfismo. 
Definamos p• : 11: X 11: ~ ll4 
zi+i 
1-z 
(z,w) ~ p•(z,w)~p(f-'(z),r'(w)) 
p* é uma métrica em ~' pois p o é em 6. 
A aplicação f é uma isometria entre (6,p) e (<t,p') do ponto de vista 
riemanniano, conforme podemos verificar na Proposição 3 e Definição 7. 
A métrica acima é obtida do produto interno definido em e: dado pela 
matriz [ (, (.J+y'J)' ~ )'] onde (x,y) E 11:. 
O ( 1 (z~+t/1) 
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Desta forma, f preserva ângulos e distâncias. Além disso, f preserva 
também orientação, uma vez que é dada por uma transformação analítica 
no plano. Este último resultado estudaremos com mais detalhes na próxi-
ma seção, onde faremos, com base na referência [Hll..BERI'], uma descrição 
geométrica da construção desta aplicação. 
3.2.1 Equivalência entre os modelos 6 e 1!: 
Consideremos a projeção estereográfica 
Sua inversa é 








2x 2y x'+y'-1) 
H x2 +y'l + 1' x2 +y2 + 1' x2+y2 + 1 
(O, O, 1) 
Observemos que o equador de S2 é invariante por 1r e consideremos as 
rotações euclidianas 
r1 : S' ~ S' 
[ ~1 
1 
~ ][ ~ 1 (a, /3, 'Y) >-+ o o 
e 
t'z : S' ~ S' 
[ ~ 
o n r~ J (a, /3, 'Y) >-+ o -1 
Não é difíc~ verificar que 1r o 'C1 o -r2 o -rr-1 : 6 --+ e: é tal que 1r o t"1 o r 2 o 
n-1 (z) = z- ~,ou seja, 1r o t:1 o t'2 o 11"-1 =f: isometria de 6 em e:. 
z +• 
É fácil enxergar a ação geométrica de f entre 6 e lt: 
"_, (6) = S' n {(x, y, z) E JR3 I y >O}. 
r2 (11"-1 (6)) = S 2 n {(x,y,z) ElR3 1 z<O} obtido por uma rotação de 
um ângulo reto no espaço euclidiano em tomo do eixo x. 
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r1 {r2 {rr-1 {6))) = S' n {(x,y,z) E IR3 I z <O} obtido por uma rotação 
de 1llll ângulo reto no espaço euclidiano em tomo do eixo z. 
Finalmente, rr(r1 (r2 {1r-1 {6)))) =e:. 
Notemos que se L= {yi I y E IR+} então f(L) = {x I -1 < x < 1} e, 
ainda, lim f (yi) = -1 e lim f (yi) = 1. 
y--+0 y-+eo 
As Figuras 3.1 e 3.2 ilustram este procedimento. 
FIGURA 3.1 
' 
' 7 N 
FIGURA 3.2 
No livro "Geometry and Imagination" de Hilbert [HILBERT] há uma 
ilustração mais intuitiva para o procedimento acima. A projeçíio estereográ-
fica adotada por Hilbert envolve uma esfera de raio 2 e sua in1tersecção com 
o plano complexo se dá através do pólo sul desta. Estas ilustrações são as 




Notemos que as imagens de círculos e retas por inversa de projeção es-
tereográfica são círculos: 
Temos que L~ {(x,y) E C I ax' +ai'+ bx +cy+d ~O; a,b,c,d E IR} 
é círculo se a =/:- O e reta se a = O. 
Assim 
"-'(~) ~s'n{(a,(3,-y) EIR3 1 a"'+f3: +~+~+d~o} ~ 
(1--y) 1--y 1--y 
S'n {(a,(3,-y) E IR3 I oo +cf3+ (a- d)'Y+ a+d ~O}. 
Mas oo + c(3 + (a - d) 'Y + a + d ~ O é um plano no IR3 e intersecção 
de S' com plano é círculo. Particularmente, se L for reta, 7r-l (L) é círculo 
passando pelo pólo norte de S'. 
Também é fácil ver que imagem de círculo em f32 por 1r é círculo ou reta 
em C. 
Como círculos em Efl são preservados por rotações euclidianas com centro 
em (0, O, O), concluimos que imagens das in~ de círculos e retas em 
C com 6 por 7r o -r1 o -r2 o 1r-1 são intersecções de círculos ou retas em C com 
l!. 
Definição 12. Uma aplicação diferenciável que preserva medida.. de âu-
gula. é chamada de aplicação confurme. 
Temos que f é diferenciável em 6, ou seja, f é analítica em 6. 
2i 
Temoe também que f' (z) ~ . 2 f O, 'lz E 6. (z + •) 
Seja Zo E 6. Logo, f' (Zo) ~ lim f (z)- f (Zo) ~ f (z)- f (zo) +R (z) 
z-+zo z-z:o z-z:o 
onde lim R (z) ~O. 
z--+zo z- Zo 
Assim, 
f (z)- f (zo) ~ (z- Zo) (!' (Zo)- R(z)). 
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(8) 
O argumento de um número complexo (vetor) z é o ângulo orientado 
positivamente que este forma com o eixo real. Indiquemos arg z. 
De (8) temos: 
arg (f (z)- f (zo)) = arg ((z- Zo) (!' (Zo)- R(z))) = (9) 
arg((z- Zo)) + arg ((f' (Zo)- R (z))). 
Sejam </> = lim arg (f (z)- f (Zo)) e O = lim arg {{z- z.)). Temos que 
Z-+ZQ Z-+Zo 
lim arg((J' (z0)- R(z))) = argf' (Zo). Assim, (9) podeseresc:ritanaforma 
z-+zo 
q, =O+ argf' (Zo). (lO) 
Tomemos duas curvas diferenciáveis passando por .?() cujos vetores tan-
gentes em z0 formam ângulos (}1 e B2 com o eixo real. De (10) t.emos: 
,P.- </>1 = (02 +argf'(z.))- (01 +argf'(Zo)) = 02 - O, ou seja, f é 
conforme e preserva orientação de ângulos. 
Na verdade, provamos um resultado mais amplo: 
PROPOSIÇÃO 11. Se uma aplicação de variável complexa F é analfti-
ca mun domínio D e F' (Z<~) f O, Vz0 E D então F é confon11e e preserva 
orientação de ángulre em D. 
3.2.2 Métrica em 1!: 
Novamente surgem as perguntas naturais: 
1) Quais são os segmentos geodésicos em (l!:,p')? 
2) Quais são os círculos em ( l!:,p)? 
Para repondê-las, poderíamos utilizar a isometria f e analis:u as imagens 
dos segmentos geodésicos em 6, pois f leva segmento geodésico de 6 em 
segmento geodésico de e:. Porém, utilizaremos um outro caminho, talvez não 
o mais conciso, mas que leva a aproveitar resultados importantes como o 
correspondente à Proposição 4: 
PROPOSIÇÃO 12. 'fz,w E 1!:: 
11- zwl + lz- wl 
a) p'(z,w) =log ll I I I; -zw- z-w 
b) tanh Gp'(z,w)) = 1 ~.:_-;: 1 . 
Demonstração. 
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Mostremos a). A equivalência entre a) e b) não é diffcil de demonstrar 
tendo em mente que 
Para tanto, sejam z, w E ([. 
jf-1 (z)- f-1 (wJj + lf-1 (z)- f-1 (w)l 
p• (z,w) = p(f-1 (z) ,J-1(w)) = log = 
jf 1 (z) _f 1 (wJj-lf 1 (z)- f 1 (w)l 
I 2i(l-zw) I I 2i(z-w) (1- z)(1- w) + (1- z) (1- w) _ 






. Como 11-wl = 11-wl, temos 
(1-z)(1-w) (1-z)(1-w) 





.• 1-zw- z-w 
PROPOSIÇÃO 13. Os segmentos (geodésicos) em 1!: são arcos de clÍ"-
culre ortogonais a c00 ou segmentas de retas passando pelo centro de e::. 
Demonstração. 
Da Proposição 12 temos a particularidade p• (0, r) = log 1 +r, OS r < 1. 
1-r 
Consideremos a aplicação h* : e: ----. e: , fJ E 1R. VeremOB 
ei6z 
z ~ -. =e2i8z __ . 
mais adiante que h• é isometria em e:. Seja 20 = <p. 
Assim, log 
1 
+r = p• (O, r) = p• (h' (O), h' (r)) = p• (0, re'P). 
1-r 
Logo, p• (0, z) = log 1 + \z\. Desta forma, se z, w, O são colineares eucli-
1- z 
dianamente, então 
• . 1+ lwl 1+ lzl (1+ lwl) (1 - lzl) 
p (z, w) = log 1- lwl -log 1- lzl = log (1 - lwl) (1 + lzl) · (ll) 
Sejam L a intersecção de e: com um círculo euclidiano ortogonal a Coo e 
R a intersecção de e: com uma reta euclidiana passando pelo centro de e: tal 





Seja h1 : lo! --+ e: , <p E IR~ (veja Figura 3.5). h1 é uma 
·= e• 2 • 
z ~---+ ~z=e-t'Pz 
e'' 
isometria em<!: (h1 é uma rotação euclidiana de ângulo -<p). 




(no plano complexo) que contém h1 (L) (notemos que c i' 0). Novamente, 
como veremos, /vz é isometria em I!. 
Temos que h, o ht (L) ~ L • é do tipo intersecção de <!: com reta passando 
por seu c~tro. Conseqüentemente (~o h1)-
1 
: lt--+ I!: é iaomc:$ria tal que 
(12) 
Assim, tendo em vista {11), se z, w, v E lt; v E zw são tais que z, w, O são 
colineares euclidianamente, então p' (z, w) ~ p' (z, v) + p' (v, w), ou seja, 
zw é curva que rninimiza a distância entre z e w, portanto um segmento 
geodésico. Utilizando uma isometria do tipo (12), temos a aso>erção .• 
Novamente, aos prolongamentos de segmentos geodésicos em I!: chamamos 
geodésicaB em I!. Porém, adotaremOB outra nomenclatura para e.staa: 
Definição 13. Cb.amamoo de h*-reta a intersecção de e:: com cfrculoo 
ou retas (eut:lidianos) ortogonais a Coe· 
Nota. De maneira análoga à Definição 10, temos o h*-segmento e a 
h*-semi-reta para o modelo 1!:. 
Fica claro, desta forma, que f leva h-retas de S em h* -ret~ em e:. 




r -c+ ctanh2 -
Basta proceder como na Proposição 6 com A = ------:>2~ e B = 
1- cCtanh2 ~ 
2 




3.2.3 Isometrias em Q; 
PROPOSIÇÃO 15. g : e: ~ e: onde a, c E 
az+C aZ+C 
cz+a 




Bastam<J6traque p' (z, w) = p' (g (z) ,g (w)) usando tanh Gp• (z, w)) = 
lz-wl • 
11-zwl· 
PROPOSIÇÃO 16. Se c/J: e:~ e: é iBometria em (e:, p'), então c/J (z) = 
az+C aZ+C 2 2 -'-= ou c/J (z) = oom a, c E C e aã- cc = I ai - lei >O. 
cz+a cz+a 
Demonstração. 
Seja 4> como na hipótese. Temos que /-1 o </J o f : 6 .......-)> 6 é isometria. De 
fato: 
Se z',w' E 6, então z' = r 1(z) =>- f(z') = z e w' = r 1(w) =>-
f (w') = w para algum z, w E e:. Logo, 
p (z', w') = p u-1 (z) ,J-1 (w)) = p' (z, w) = p' (c/J(z), c/J (w)) = 
p u-1 o c/J (z), f-1 o <I> (z)) = p u-1 o c/J o f (z') ,J-1 o <I> o f (w')). 
Assim, f-1 o .p o f = g para alguma isometria g : 6 ~ 6. Temos então, 
c/J=fogoJ,-1. 
Pelo Teorema 1, há duas possibilidades para g: 
az+b 
a) g (z) = , a,b,c,d E I!. e ad- cd >O. 
cz+d 
Assim, é fácil verificar que 
((-b+ c)+ (a +d)i) z- ((-b- c)+ (a- d)i) 
c/J(z)= . 
((-b- c)+ (a- d)i)z- ((-b+c) +(a+ d)i) 
Chamando 
m=(-b+c)+(a+d)i 




temos </>(z) ~ . 
nz-m 
Temos também quem ( -m)- n ~ -n) ~ -lml 2 + In I' ~ 
- ((-b+c) 2 +(a+d)2)+((-b-c) +(a-d)2 ) ~ 
-4bc- 4ad ~ -4 (ad- bc) < O. 
Seja 6 ~ ki onde k E IR':.. 
m n -z--






m - n 
Logo a~ -- e /3 ~ --
' ki ki' 
. az + /3 
Assim, </> ( z) ~ /3 onde 
z+a 
lal' - 1/31 2 > O. (14) 
Notemos que (13) nos permite arbitrar a e /3 desde que (14) S<Üa satisfeita. 
a(-z)+b 
b)g(z)~ () d,a,b,c,dEIRead-cd>O. 
c -z + 
N 
" ( ) (( -b+ c)+ (a+ d) i) z + "(b__,+-c")-,(a.,-·d) i 
este caso, <v z = e o pro-
(( -b- c)+ (a- d) i) z + (b- c)- (a+ d) i 
cedimento é o mtmno que o empregado no item anterior .• 
Juntando as Prop06ições 15 e 16, tem06: 
. . az+C 
TEOREMA 3. </>: 1!: ~ 1!: é JSOmetnaem (l!:,p') se e só se</> (z) ~ =-.c..:: 
cz+a 
aZ+C 2 2 
ou </>(z) ~ com a, c E <C e aã- cc~ lal -lei >O. 
c;+a 
Se tomarmos if> E ISO ('!:,p*) e dividirmos o numerador e denominador 
de</> por }1al 2 -lei', temos: 
TEOREMA 3*. </>: 1!: ~ 1!: é isometria em (<!:,p') se e 'ó se </>(z) ~ 
az+C aZ+C 2 2 ---= ou </> (z) ~ oom a, c E <C e aã- cc ~ la I - lei ~ 1. 
cz+a cz+a 
Finahnente, o Teorema 2 continua verdadeiro no modelo ~ e a demons-
tração mais uma vez se processa de maneira identica à feita no Teorema 1 
do Capítulo 2. 
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3.3 Classificação de Isometrias Hiperbólicas 
A classificação de isometrias, como pudemos observar no Capítulo 2, nos 
ajuda a classificar os grupos discretos de isometrias. Embora desta vez 
não façamos uma classificação sistemática destes grupos, esta seção nos a-
presenta uma série de resultados muito interessantes intimamente ligados a 
ladrilhamentos hiperbólicos. 
3.3.1 Inversões em 6 
As inversões em círculos são isometrias importantes em 6 pelo fato de serem 
compostas de tranformações de Mõbius com conjugação complexa. O que 
faremos a seguir é encontrar uma expressão analítica para estas isometrias. 
Tomemos o círculo \z\ = 1, e a aplicação h,: C ~ C . 
1 
z >-> -z 
Seja h, : C ~ C , r E lR~. Notemos que \z\ ~ oo "' 
z 1-t r 2z 
\z\ =r"'~~~= r em h, oh,. 
\z- c\ =r, c E <C} e a aplicação Agora tomemos o círculo C = { z E <C I 
h,,c~c 
z H z-c 
Finahnente, a aplicação h1 : C --t C 
z H z+c 
Assim, F = h1 o h2 o h3 o h4 é chamada de inversão em C e é tal que 
F: <C ~c 
z 
r' cZ + (r' - \c\') 
r+ -- + c = --:õ--::-'-'-~ z-c z-c 




r2 d -:...+.;__o(:...r'_-_C'-'-) 
>-> --+c=-
Z-c z-c 
Para concluinnos que g é inversão no sentido intuitivo, notemos que c, z 
e g (z) são colineares euclidianamente e \g (z)- c\.\z- c\= r'. 
g é chamada inversão no semi-círculo C. 
Notemos que g é isometria em (6,p) (Teorema 1). 
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A expressão para uma inversão (reflexão) numa semi-reta vertical em S 
passando por (p, O) é g (z) = z-2 (Re z- p) = -z+2p e podeS<,. considerada 
uma inversão num semi-círculo de raio infinito e um ponto comum a r 00 e o 
semi-círculo fixo. Podemos formalizá-la da seguinte forma: 
Suponhamos que c E JR• e O E C; logo, lei =lei f O. Tomemos F (z) = 
I~IH G:l -lei) 
=~,-'-!.::'c,-_!_ e fixemos O E C. Logo, r = lei. Façam"" lei ~ oo. z c 
u_ 
- -z -
Temos, desta forma, a aplicação F(z) = u~ = ~- = wz; }~E R .. que é 
-u u w 
ki 
uma reflexão através de uma reta passando pela origem e ortogonal ao vetor 
~ 
Ou. 
Se fixarmos um ponto p = c- r E r00 e, depois, r --+ 00 em g, temos 
uma reflexão na semi-reta vertical x = p cuja expressão analítica é dada por 
g(z) = z- 2 (Rez- p) = -z+ 2p 
Novamente, notemos que é isometria em (6,p). 
3.3.2 Inversões em 1!: 
O que faremos a seguir é um análogo à seção anterior. 
ci+ (r'- c2) 
Se tomarmos uma inversão g ( z) = em uma. h-reta de S, 
z-c 
temos uma inversão h= fogo J-1 em uma h*-reta de 1!: 
h: (!_ --+ (!_ 
(-r' +c' - 1 - 2ci) z + (r2 - c' - 1) . 
z ~ 
(-r' +c'+ 1)z + (r2 - c2 + 1 2ci) 
( -r2 + c2 - 1- 2ci) 
z-1 
( r 2 +c2 +1) 
Se (-r' + c' + 1) f O, temos que h (z) = -~==;io~~!oc==::=':'C 
z _ _,_(-....:r,...' ....:+.,;.c''c--õ:1,...--,c2C'cr'-'-) 
(-r'+ c'+ 1) 
( -r2 + c2 - 1- 2ci) <7Z- 1 
Chamando ( 
2 
_, ) = <7, temos h (z) = -_-c:- que é uma 
-r +ç+1 Z-I':T 
inversão mun círculo ortogonal a 8 1 e centro a (se C (a, r) é círc:ulo ortogonal 
a 8 2 , então 12 +r2 = lal 2 ::::? r 2 - aii = -1). 
É fácil ver que h é isometria em (I!', p*). 
(-r' +c' -1- 2ci)z 
Se(-r2 +c2 +1)=0,temosh(z)= '· 
-( -r2 + c2 - 1 - 2ci) 
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Chamando ( -r2 + c2 - 1 - 2ci) = T, temos que h é uma reflexão numa 
. ~ 
reta passando pela ongem e ortogonal a ÜT. 
Novamente, é fácil ver que h é isometria em ( (!:, p") . 
3.3.3 Algumas Definições Importantes 
Definição 14. Seja r C \5 (e:) uma b. (b.*) -reta. 
Seja R,. : \5 (e:) ~ \5 (~!:) inversão em r. Cb.amemoo R,. de reflexão em 
r. 
É possível mootrar que R,. (X) =X, '>IX E r e R,. (P) = Q onde P <{. r e 
r é mediatriz de PQ. 
Notemos, também, que Rr é uma isometria de período dois, pois R~ = I d. 
Definição 15. As b. (b.*) -reta.s de \5 (~!:) que não se interceptam e não 
convergem para um mesmo ponto de r~ ( Coo) chamamos de h (h*) -retas 
hiperparalelas ou disjuntas. 
As b. (b.*) -retas de 6 (e:) que não se interceptam ma.s convergem para 
um mesmo ponto de r~ (Coo) chamamos de h (h*) -retas paralelas. 
As b. (b.*).-reta.s de 6 (~!:) que se interceptam chamamos de h (h*) -retas 
concorrentes. 
A Figura 3.6 ilustra a definição acima. 
L:\10 
FIGURA 3.6 




Definição 16. Sejam AB um b. (b.*) -segmento orientado e R,., R,., : \5 
(~!:) ~ 6 (e:) retlexão tais que r 1 é b. (h*) -mediatriz de AB e r, é perpendicu-
laraAB em B. To.memos:THr1,r2 = R,.2 oRr1 . Logo, THr1,r2 é uma isometria 
que chamaremos de translação hiperbólica ou isometria hiperbólica. 
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A b (b*) -reta que contém AB é chamada de eixo da trans.lação. 
Se AB é um segmento vertical no modelo 6, é fácil ver que T H .. 
1
n é urna 
homotetia com centro em r oo· 
Notemos, também, que r 1 e r2 são hiperparalelas. 
Tendo por base as subseções 3.3.1 e 3.3.2, não é difícil moo1trar (embora 
seja trabalhoso) que translações hiperbólicas possuem exatamente dois pontos 
fixos em 6"' (ou t*) e estes são impróprios, ou seja, pertencem à T00 (ou 
c=)· 
Isometrias Elípticas 
Definição 17. SejamL1 eL2 h (h*)-semi-retasem6' (<!:')comO E L1 nL2 • 
Ao par ordenado (L, L,) designamos ângulo hiperbólico orientado de 
L1 para L2 e indicamos por<( (L1, LJ) e denotamos o ponto O por vértice de 
<1 (L1 , L,). 
Se P1 E L1 e P2 E L2 , indiquemos <1 (L, L,) par <IP,OP,. 
Como o ângulo hiperbólico entre L1 e L2 coincide com o ângulo euclidiano 
entre as curvas L 1 e L 2 no plano euclidiano, façamos a mensuração de ângulo 
nos modelos, como no caso euclidiano, com medidas variando entre O e 21r. 
Definição 18. Seja <1 (h, k) um ângulo hiperbólico orient,.Jo de vértice 
O. Sejam R,., R,., : 6 (<!:) ~ 6 (<!:) reflexões tais que r 1 é h (h*) -bissetriz 
de <1 (h, k) e r2 é h (h*) -reta que contém k. Seja Po,a = R,., ''R,.,, onde a 
é a medida de <((h, k). Temos que Po,a. é uma isometria que chamamos de 
rotação ou isometria elíptica. 
Notemos que r 1 e r 2 são concorrentes em O. 
Obviamente O é ponto fixo de Po,a. e, novamente, utilizando as subseções 
3.3.1 e 3.3.2, podemos verificar que O é o único ponto fixo ~~ Po,a em 6"' 
(ou e:*) (se o domínio de Po,a. fosse C, haveria outro ponto fixo cuja parte 
imaginária seria negativa (modelo 6) ou o módulo maior que 1 (modelo<!:)). 
Isometrias Parabólicas 
Definição 19. Seja <I~O=B= um ângulo hiperbólico onde li.,, 0=, B= E 
r= (c=)· 
Sejam r2 = 0 00 B00 e T1 b (b*) -bissetriz de <rAooOooBoo. 
Seja T P .. 
1
, .. ~ = R,.2 o ftr1 • Logo, T P .. t,,., é uma. isometria, que denotamoo 
translação parabólica ou isometria parabólica. 
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Notemos que r 1 e r 2 são paralelas. 
Nota. No modelo 6, se 0 00 = oo, então OooAao e 0 00B00 são retas 
verticais. Logo, T Pr1 ,r2 é simplesmente uma translação euclidiana. 
Novamente, é óbvio que 0 00 é ponto fixo de T Pr1 ,r~ e, mais uma vez, 
utilizando as expressões para inversões Il8B subseções 3.3.1 e 3.3.2, podemos 
verificar que 0 00 é o único ponto fixo de T Prt,!"2· 
3.3.4 Teorema da Classificação 
TEOREMA 4. Seja 1> I ld Ull1& isometria em 15 ou 11:. Então um dos ítens 
abaixo ocorre: 
- <P é uma refi.exão; 
- <jJ é uma translação biperb61ica; 
- <jJ é uma rotação; 
- <jJ é uma translação parabólica; 
- <jJ é uma re11.exão composta com uma das três isometrias acima. 
Demonstração. 
Sejam </J: 15 (11:) ~ 15 (11:), 1> i Id, isometria e P E 15 (11:), </J (P) I P. 
Sejamm1: mediatriz de P.P(P) e m2 = .f>(m1). Logo, ffi2 é mediatriz de 
1> (P) 1>2 (P). 
Nesta demonstração, indicaremos p ou p* por d. 
Caso 1) 4>2 (P) = P. 
Logo, 1> (m1) = m 1. 
Seja O= m1 n P.P (P) (Figura 3.7). 
o !(P) 
+'(Pl 
FIGURA 3.7 FIGURA 3.8 
Como d (P, O)+d (O, 1> (P)) = d (P, </J (P)), temos d (P, .f> (O))+d (.f>(P), 1> (O))= 
d (P, 1> (P)). Logo, O= 1> (O). 
Seja Rm1 : refi&ão em mt. Temos: 
R,., (P) = .f>(P), Rm, (1>(P)) = 1>(</>(P)) = P, R,., (O)= O= </>(0). 
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Logo, pelo Teorema 2, Rm1 = cj"J. 
Caso 2} 4>2 (P) f P. Há três subcasos: 
a) m 1 e ffi2 são concorrentes. 
Seja O ~ m 1 n m 2 (Figura 3.8). 
Temos que: 
d(P,O) ~ d(0,4>(P)) ~d (0,4>2 (P)) ~ d(4J(P) ,4>(0)) ~ d (4>(0) ,4>2 (P)). 
Logo, 4>(0) Em, e, mais, 4>(0) ~O ou 4>(0) ~ Q: relle:cão de O em 
4> (P) 4>' (P). 
a)i) Se4>(0)~o. 
Seja Po,a rotação tal que a ~ PÔ4> (P), L,OP4> (P) = b04> (P) 4>2 (P). 
Logo, Po,a (O) ~O~ 4> (0), Po,a (P) ~ 4> (P), Po,a (4> (P)) ~ ~? (4> (P)). 
Assim, pelo Teorema 2, Po,a. = c/J. 
a)ii) Se 4>(0) ~ Q. Sejam R,. reflexão tal que r:;) 4>(P)4>2 (P) e R, 
reflexão tal que s :;) 04> (P). 
Seja 1.p = R,. o R8 o Rm1 • 
Logo, <p(O) ~ 4>(0) ~ Q, <p(P) ~ 4>(P), 'P(4>(P)) ~ 4>(4>(P)) ~ 
4>' (P). 
Assim, pelo Teorema 2, 'I' ~ 4>. Mas <p ~ R,. o p0 " onde a ~ PÔ4> (P). 
' 
Logo, cP = R,. o Po,a.· 
b) m, e m2 são paralelas. 
Logo, m1 e 'f1l2 convergem num ponto impróprio 0 00 na reto;,. r00 
(ou eoo)(Figura 3.9). 
Temos que d (P, O=) ~ d (4>' (P), O=). 
Logo, d(4>(P) ,4>(0=)) ~ d(4>(P) ,4>(0=)). Aasim, 4>(0=) E m2. 
Desta forma, 4> (O=) ~O= ou 4> (O=) ~ Q: reflexão em 4> (P) ~ 4>2 (P). 
b)i) Se 4>(0=l ~ o=··rc-,.,.., 
Seja T Pm,,, onde s :;) 0=4> (P). 
Logo, T P,.,,, (O=) ~O= ~ 4> (O=), TPm,,• (P) ~ 4> (P), T Pm,., (4> (P)) ~ 
4>(4>(P))~4>'(P). 
Pelo Teorema 2, T P m1,t1 = c/J. 
b)ii) Se 4>(0=) ~ Q. 
Seja R,. reflexão tal que r:;) 4> (P) 4>2 (P). 
Logo, <p ~R,. o R, ~ Rm, onde s :;) 0=4> (P) é tal que <p (O=) ~ 4> (O=), 
<p(P) ~ 4>(P), <p(4>(P)) ~ 4>2 (P}. 
Assim, r.p = </J. Mas tp =R,. o T Pmt.t~• Por conseguinte, c/>= R,. o TPm1os· 
Observação: como 4> ( 0 00 ) E r 00 , temos que m 1 é vertical ou r é vertical. 










Seja 8 a reta ortogonal a m1 em, (que é única). 
Seja r a reta perpendicular a 8 baixada de </J (P). 
Sejam, O= 8 n r, A= 8 n m, B = 8 n =.. (Figura 3.10). 
' 
Logo, d(A,P) = d(A,</J(P)) = d(<fJ(A),</J(P)) = d(</J(A),</J2 (P)) =>-
</J (A) E m 2 . 
Como l;A<fJ (P) O = l;B<jJ (P) O, temos que </J (A) = B ou </J (A) = Q: 
reflexão em </J (P) rjJ2 (P). 
c)i) </J (A) = B. 
SejaTHm,,. Logo, THm,,,(A) = B = </J(A), THm,,,(P)- r/J(P), 
THm,,, (</J (P)) = </J (</J (P)) (pois L;OP<jJ (P) = 0</J (P) 4>2 (P)). 
Desta fonna, pelo Teorema 2, t/J = T Hm1,r-
c)ü) </J (A) = Q. 
Seja 'P = R, o T Hm, ,, onde t :J </J ( P) </J2 ( P). 
Logo, 'P (A) = </J (A), 'P (P) = </J (P), 'P (</J (P)) = if>2 (P). 
Pelo Teorema 2, <p = 4> =} 4> = Rt o T Hm1 ,r. 
Com isto, esgotamos todas as possibilidades.• 
COROLÁRIO 1. Toda isometria nos modeloa hiperbólicos é escrita 
como composta de no máximo três reflexões. 
. . . az+b az+C 
Resumindo: Iaometnas do tipo </J (z) = em 6 e </J (z) = em 
cz+d cz+a 
e: são conformes e, pela Proposição 11 preservam orientação de ângulos entre 
h (h*) -retas e se subdividem em três categorias: 
o hiperbólicas: cujos dois únicos pontos fixoo (<listintoa) estão em r 00 (ou 
<=oo); 
o parabólicas: cujo ponto fixo (único) está em r 00 (ou <=oo); 
• elípticas: que possui um único ponto fixo em 6 {ou 1!:). 
Na próxima seção fazemos uma abordagem geométrica desta classificação. 
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3.3.5 Feixes Hiperbólicos, Elípticos e Parabólicos 
Definição 20. Sejam L1 e L2 h (h*) -retas em 6 (<r). 
Sejam\Y (L1, L2 ) conjunto de h (h*) -retas contendo L 1 e L2 e D (\Y (L1, L2 )) 
conjunto de curvas em 6 (!.!) satisfazendo as seguintes condições: 
a) Todo ponto de 6 (<r) pertence a um único elemento de l) (\Y (L1, L2)); 
b) Todo ponto de 6 (<r) pertence a um único elemento de ;y (L1 , L 2); 
c) Toda h (h*) -reta de \Y (Ll> L,) é ortogonal a toda curva de D (\Y (L1 , L2)); 
d) Toda curva de D (\Y (L1 , L,)) é invariante sob a ação de rei1exões em 
qualquer h (h*) -reta de ;y (Ll> L2 ) ; 
e) Quaisquer duas curvas C1 , C2 em D (\Y (Ll> L,)) siio equidistantes. 
(Vz1 E C1, 3z2 E C2 I p (p') (z1,z2) ~ p (p') (C1,C2) e zbz, pertencem 
à mesma h (h*) -reta de J'(L1 , L2 )); 
f) z1 ,z2 pertencem à mesma curva de D (\Y (L1 , L,)) se e só se a h (h*) 
-mediatriz de z1z2 pertence a \Y ( L1, L,) ; 
g) \Y (Ll> L2) é o conjunto das h (h*) retas da forma 
{z E 6 (<!:) I asinhp (p') (z,L1) ~ bsinhp (p') (z,L2)} paraalguma,b E 
IR+. 
Dizemos que \Y (L1 , L2 ) é feixe: 
1) parabólico se L1 e L2 são paralelas; 
2) elíptico se L1 e L2 são concorrentes; 
3) hiperbólico se L1 e L, siin hiperparalelas. 
Definição 21. Ao círculo euclidiano contido em 6 (!.!) tangente a r00 
(Coe) denotamos horocírculo. 
A intersecçiin de um círculo euclidiano com 6 (<r) passando por a,., e b~ 
em r 00 ( c00) denotamos hipercírculo. 
Ao círculo euclidiano contido em 6 (<r) niin contendo pontos de r= (Coe) 
denotamcs círculo hiperbólico. 
Sejam L1 e L 2 h (h*) -retas de 6 (<!:) paralelas em P= E r,. (Coe). 
Tomemcs J' (L1 , L,) como sendo o conjunto de todas as h (h*) -retas 
paralelas a L1 e L, e D(\Y(Ll>I.,)) como sendo o conjunto de todos os 
horocírculos tangentes em Poo E r oo ( Coo) . 
Tomando o modelo 6 e p00 = co, tem~ que 3'(L1 , L2 ) é a família das 
semi-retas euclidianas verticais do tipo { k + yi I y E IR~} e .O {j ( L1, L2)) as 
retas horizontais do tipo { x + ki I x E lR} . 
Não é muito difícil verificar as propriedades da Definição 2,0 e, portanto, 
concluir que J(L1 , L 2 ) é parabólico. 
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A Figura 3.111 ilustra um;> (L1 , L 2) parabólico. 
FIGURA 3.11 
Sejam L, e L2 h (h*) -retas de 15 (<!:) concmrentes em p. Tomemos 
;> (L1, L2 ) como sendo o conjunto de todas as h (h*) -retas concorrentes em 
p e D (;> (L1 , L2)) como seodo o coojunto de todos os cúculos hiperbóliccs 
C,= {z E 15 (<t) I p (p') (z,p) =r}. 
No modelo <t, se p = O, temos que ;>(L,, L2) é o coojunto de todos os 
"diâmetros" de <te D (;> (L1, L,)) éocoojunto de todos os cúculoseuclidianoe 
de raio < 1 com centro em O. 
Novamente, não é difícil verificar as propriedades da Definição 13 e con-
cluir que ;>(L1 , L,) é elíptico. 
A Figura 3.12 ilustra um ;>(L., L,) elíptico. 
p 
FIGURA 3.12 
Se L1 e L2 aão h (h*) -retas hiperparalelas, tomemos Lo como sendo a 
(única) h (h*) -reta ortogooal a L 1 e L 2 • Sejam a~,b~ E r~(~) pontos 
convergentes de Lo. Tomemos ;> ( L1, L,) como sendo o conjunto das h (h*) -
retas ortogonais a Lo e D (;> (L1, L,)) como sendo o conjunto dos hipercírcnlos 
em aoo boo. 
No modelo 6, se L1 e L2 são semi-círculos euclidianos concêntricos com 
centro p~, temos que;> (L:t, L,) consiste de todos os semi-drcnlos concêntri-
1As ilustrações envolvendo feixes no modelo 6 das Figuras 3.11, 3.12 e 3.13 foram 
adaptadas de ilustrações encontradas na referência [MAGNUS II}. 
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cos em Poo e D (.J ( Lt, L2)) consiste de todas as semi-retas euclidianas em 6 
com origem em Poo· 
Finalmente, não é difícil verificar as propriedades da Defin:lção 20 e, por-
tanto, concluir que '5 (L1 , L 2) é hiperbólico. 
A Figura 3.13 ilustra um '5 (L1, L2) hiperbólico. 
FIGURA 3.13 
A razão para a nomenclatura empregada na Definição 20 não é em vão: 
Uma ioometria </> hiperbólica de eixo ortogonal a L1 e L 2 "leva" h (h*) 
-retas de '5(L1oL2 ) hiperbólica em h (h*) -retas de 'J(LioL,) e se ZoE 6 
(I!:), então {<I>(Zo) c C E D('5(L1oL2))} para alguma curva C, ou seja, cada 
elemento de D ('5 (LI. L,)) contém órbitas de pontos de 6 (I!:) sob a at;ão de 
</>. 
Analogamente, se 4> e j (L1, L 2 ) forem parabólicas ou elípticas. 
3.3.6 Classificação de Isometrias por meio do 'Iraço 
Já fizemos alguns comentários a respeito dos. pontos fixos das isometrias 
conformes de 6 ou (!:. Retomemos este assunto com um pouco mais de deta-
lhes, visto que será útil para uma identificação das isometrias via expressões 
analíticas. 
. . . az+b 
Tomemos o modelo 6 e ISOmetrias do tipo 4> (z) = d onde a, b, c, d E 
cz+ 
IR e ad- bc = 1. Estendamos o domínio e contra-domínio de 4> de 6 para 6*. 
Se c o/ O e Zo é ponto fixo de </>, entãoo 
-(d-a)± ..j(d- a)2 + 4cb 




• ~ = O => 4> possui um único ponto fixo Zo = --, ou seja, Zo E r oo· 
2c 
Portanto, 4> é parabólica. 
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• D.. > O ::::} 4> possui dois pontos fixos reais, ou seja, Z1, Z2 E r 00 • Portanto, 
cjJ é hiperbólica. 
• fl. = ( d - a) 2 + 4cb < O => cjJ p008ui dois pontos fixos complexos conju-
gados, ou seja, 4> possui um ponto fixo não pertencente a r00 • Portanto, 4> é 
elíptica. 
Se c = O e zo for ponto fixo de cjJ, então: 
b 
• Se a f ±1 então Zo = -d- ou zo = oo => <P possui dois pontos fixos 
-a 
em r 00 e, portanto, <fJ é hiperbólica. (Este é caso de cjJ ser homotetia com 
b 
centro em -d -). 
-a 
• Se a = ±1, então z0 = oo =? 4> possui um único ponto fixo e este 
pertence a r 00 • Logo, <fJ é uma translação paraból.ka. (&te é o caso de <fJ ser 
uma translação euclidiana). 








denorrnna.mos traço de q, e indicamoo por T R ( q,) . 
Podemos simplificar aiuda mais n=a classificação: 
No caso c f 0: 
• fl. =O=> (d- a) 2 +4cb =O=> a2 - 2ad+d2 +4cb+4ad- 4ad= O=> 
(a+d)2 = 4(ad- bc) = 4=> la +dl = 2. 
• fl. > O=> (a+ d}2 > 4 => la+ dl > 2. 
• fl. < O=> (a+ d}2 < 4 => la+ dl < 2. 
Conclusão: 
efO:TR(<P)=2 
c= O e a= ±1 
<=> <fJ é translação parabólica. 
cfO:TR(<fJ)>2 
c= O e a f ±1 ~ <fJ é translação hiperbólica. 
TR(cjJ) < 2 ~ cp é rotação. 
. . . az+C 
Tomemos o modelo e: e lSOilletrias do t1po <P (z) = _ onde a, c E C e 
cz+a 
aã - cC = 1. Estendamos o domínio e contra-domínio de <P de I! para I!*. 
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Notemos que a -=f O sempre. 
Suponhamos que c f O. 




c . Seja Ll.' ~ (ã- a) 2 + 4ce. 
- Se Ll.' ~ O, então q, é translação parabólica, pois IZol ~ I:";:, ã I ~ 1 => 
Zo E Coo. 
-Se Ll.' >O, então </J é translação hiperbólica, pois IZol ~ lz1l ~ 
±V(Rea)2 - 1 + lma.i 
=> IZol ~ lz,l ~ 1 => Zo,z, E c,.,. 
c 
-Se 6.'" <O, então <Pé rotação pois <P pOBSui um único }X.>nto fixo em\!. 
Notenoos que Ll." ~ 4 {(Rea)2 -1). Logo, Ll.' >~<O* IRe ai>~< 1 
respectivamente. Mas !Real~ ia+ãl ~TR(cjJ). 
Se c~ O, então </J (z) ~ a2z. 
Se a =f ±1, então c/J possui O como único ponto fixo e, port.mto, <Pé uma 
rotação. 
Se a~ ±1, então q, ~ Id. 
Conclusão: 
c f O : T R ( </J) ~ 1 <==>- </J é translação parabóllica. 
c f O : T R ( <P) > 1 <==>- q, é translação hiperbólica. 
cf0:TR(<P)<1 <==>- </Jérotação. 
c~ O e a f ±1 
Há uma outra maneira de classificarmos aa isometrias conformes e que 
preservam orientação em 1!.: 
a . c ( .a ... z::_+_:__cc da 
Tomemos --= = e''~' e -- = A. Logo, é fácil escrever </J z I = -
a a ' cz +a 
seguinte maneira: 
sin2 (~) 
Seja6= 2 . 
1-AA 
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É fácil verificar que 6 = (Rea)2 = la+ ãl 2 = T R (4>) 2 • 
Assim, 
- Se 6 = 1 =>- 4> é translação parabólica. 
- Se 6 > 1 =>- 4> é translação hiperbólica. 
- Se ó < 1 =>- 4> é rotação ( elfptica). 
A vantagem de se trabalhar com 4> nesta forma é a versatilidade goométri-
ca que esta oferece quando estamos em contato com análism e construções 
geométricas (especialmente ''ladrilhamentos" envolvendo lt). 
3.4 Ladrilhamentos Não-Euclidianos e Gru-
pos Discretos de Isometrias 
3.4.1 Preliminares 
Nesta seção, estudamos ladrilbamentos nos modelos hiperbólicos. A notação 
para ladrilbamentos associados a grupos de isometrias é a mesma que a su-
gerida na Seção 2.2.2 do Capítulo 2. 
Associai >!L (X) onde X é um espaço métrico qualquer a subgrupos do 
grupo de isometrias em X e estudar suas propriedades pode nos conduzir 
a caminhos bastante complexos, principalmente quando pretendemos classi-
ficar os grupos de isometrias em X. 
Dentre os espaços onde há razoáveis condições de efetuar este estudo 
ressaltamos: 
- Espaços euclidianos de dimensão 2 e 3; 
- Plano elíptico; 
- Esfera euclidiana de dimensão 2; 
- Espaços hiperbólicos de dimensão 2 e 3. 
Estas são variedades riemannianas "homogêneas e isotrópicas", isto é, de 
curvatura constante. 
Neste trabalho, concentramos nossos estudos no espaço hiperbólico de 
dimensão 2, ou, mais precisamente, nos modelos (5 ou lt já abordados aqui. 
Quando fazemos referência aos modelos hiperbólicos mencionando p~ 
priedades que exigem Uill3 topologia, estamos pensando-os com a topologia 
"usual" induzidas de suas respectivas métricas. Além disso, os ladrilbamen-
tos que mencionamos são todos do tipo canônico (Definição 10 Capítulo 2). 
Definição 16. Um subconjunto no modeloS (ou lt) é convexo separa 
qualquer z, w E 6 (ou(!:), então zw C 6 (ou e:). 
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Utilizamos (sem demonstração) a Proposição 17 abaixo que nos dá uma 
condição necessária e suficiente para um polígono hiperbólico ser convexo. 
Para a demonstração indicamos [BEARDON]. 
PROPOSIÇÃO 17. Seja >;p um polígono hiperbólico (em 6 ou <t) com 
ângulos internos a1, ... , O:'n. Temos que llJ é convexo se e s6 se O :S O:'i :S 7r 
com i= l, ... ,n. 
3.4.2 Grupos Triângulos 
Oa grupos que estudamos a seguir (grupos triângulos) têm Ulru3' importância 
particular dentre os grupos <liscretos de isometrias nos mode!loe hiperbóli-
cos. São grupos finitamente gerados por três reflexões. Como toda isometria 
hiperbólica é composta de no máximo três refiexões, temos qu.e todo grupo 
discreto de isometria é subgrupo de algum destes. Como veremos a seguir, 
existem infinitos grupos triângulos, o que acarreta um núrnelro infinito de 
grupos discretos de isometrias não conjugados entre si nos modelos hiper-
bólioos. 
Sejam a,{J,"f E 1'1'\ {1} . 
. 111 . . 11'11'11' 
SeJamÓ ~-+a+- e t. ~ ABC o triângulodeângulosmtemos -, a• 
a/J"f ap-y 
Se ó > 1, t. é um triângulo esférioo ou elíptioo. 
Se ó ~ 1, t. é um triângulo euclidiano. 
Se ó < 1, t. é um triângulo hiperbólioo. 
• 7r 7r 7r 
SeJam a, b, c os lados de ~ opostos aos ângulos -, (.i, - de A, B, C respec-
a f' "' tivamente e sejam Ra, R 11 , Rc reflexões nas retas (do espaço ro:rrespondente) 
que contém os lados a, b, c de ..6. respectivamente. 
Neste trabalho, nos concentramos no caso hiperbólico. 
O grupo gerado por R,, 14, R,: (R., Ro, [4) denotamos por Ta,M· 
Os subgrUpos ~./3,-y de To.,/3,"'1 constituídos por palavras de comprimento 
par em Ra, [4, Rc são tais que [Ta:,.e,1 : r;,13aJ = 2. Portanto, 'T~,.B.'Y <:J Ta,/3,"1· 
Chamemos Ll de triângulo básico de Ta:,A'Y· 
Definição 17. Um grupo de isometrias gerado por trê reflexões nre ladoo 
de um triângulo básico é chamado de grupo triângulo. 
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Caso Euclidiano 
Primeiramente, consideremos uma cobertura '5 originária das sucessivas re-
flexõe3 nos lados de wn triângulo euclidiano~ e seus refletidos, ou seja, 1f é 
resultado da ação do grupo G = (Ra, Rb, Rc} sobre ~ onde a, b, c são lados 
de~. A pergunta natural neste ponto é: para quais ~. ~é wn ladrilharnento 
.c,., (JR2 ) associado a wn H C ISO (JR2)? ,, 
Urna condição necessária para isto é que cada ângulo interno de~ seja 
da forma~· k E N•\ {1}. 
Assim , __ ,] ' d A '-' 7r 7r 7r , os ~ ..... os mternos e .:...1. satlll.l.azem - + -/3 + - = 1r =* 
a 1 
Ó=1 (1) 
É importante observar que se não exigíssemos que 'J fosse obtida por 
reflexões a partir dos lados de l:l., a condição necessária seria outra: cada 
. . 2rr 2rr 2rr 2rr 
ângulomternode ~ senadaforrua k' k E W\ {1,2}. Logo, -;;+jf+-;y = 
7r => ! + ~ + ~ = ~· Uma terna de naturais que satisfaz isto é (5, 5, 10) e 
devido ao fato de R, oRe= PA,~· temos que P~,Jgt (~)e~ possuem a aresta 
b em comum. Mas R.(~) e p~ •• (A) pOBSUem orientações diatintaa (no 
' ' capítulo 3 veremos com mais detalhes composição de isometrias e orientação 
no caso euclidiano). No entanto, é fácil ver que, para evitar este "problema", 
devemos ter um número par no denominador de 
2
; e, portanto, a condição 
necessária ( 1 ). 
A, ternas de naturais que satisfazem (1) são: (3, 3, 3), (2, 3, 6) e (2, 4, 4) 
a menos de comutatividade. 
Portanto, na melhor daa hipóteses, ~pode ser """"'iado a tréa ladrilharnen-
tos diatintos que são os ladrilharnentos asaociados aos grupos cristalográficos 
q, CJ e CJ'(Figuras 2.52, 2.55, 2.57 Capítulo 2). 
CaBO Ellptioo 
A relação ( 1) nos fornece a base para o estudo de grupos triângulos. 
Quando 
6>1 (2) 
temos wn triângulo esférico (ou elíptico). 
A, ternas de naturais que satisfazem (2) são (2,2,3), (2,3,4), (2,3,5) e 
(2, 2, k), k E N*, a menos de comutatividade. 
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Para obter os ladrilhamentos oriundos dos grupos triângulo dos três pri-
meiros casos, façamos uso dos poliedros P platônicos inscrito em S2 C 1R3 • 
Tomemos a projeção radial das arestas de P sobre S2. Temos que P 
origina um ladrilhamento por polígonos 'lJ esféricos congruentes em S2. Cada 
~ com t lados será triangulado em 2t triângulos Ll. onde cada Ll. p<lOS1lÍ um 
vértice num vértice de~' outro num ponto médio de um lado de ~e o outro 
no centro de I,'JJ. 
Assim, umladrilhamento (-C,. (S'), To,p,7 ), onde (cx,(J, "!) é uma das tré3 
primeiras ternas acima. Para efeito de vizualização, utilizamc:x3 a projeção 
estereográfica (que é conforme) 1r: S' ~IR' U {oo} na esfera ladrilhada. O 
tetraedro origina a Figura 3.142. O cubo ou o octaedro origina a Figura 3.15. 
O dodecaedro ou o icosaedro origina a Figura 3.16. 
Para obter o ladrilhamento (.C.ó. (82), T2,2,k), k E N"', tomamos o equador 
de 8 2 e 2k pontos equidistantes ( euclidianamente) sobre este. Tomamos os 
meridianos passando por estes pontos e chegamos assim ao ladrilhamento 
desejado. Novamente, pela projeção estereográfica, vizualizan1os o mosaico 
da Figura 3.17 que ilustra o caso k = 3. 
FIGURA 3.14 FIGURA 3.15 
FIGURA 3.1'1 
FIGURA 3.16 




8 < 1 (3) 
caracteriza triângulos .6. hiperbólicos, nosso objeto de estudo nmta seção. 
Neste caso, temos infinitos triângulos. Surge aqui uma pergunta que nos 
casos anteriores era respondida construindo-se o ladrilhamento: para t.odas as 
ternas de naturais satisfazendo (3) temos wn ladrilhamento? E se algum(s) 
ângulo(s) de ll for( em) nulo(s)? 
A resposta afirmativa a ambas as questões respalda-se no seguinte teore-
ma: 
TEOREMA 8. Sejam R.,R,,R, reflexões n<>J lados de wn triângulo ll 
hiperbólico de ângula:; 7r, _(J1r e ~ (a, {3 e "(, naturais estendidos satisfazendo 
a ' (3)). Então as imagens de ll sob a ação de T (a, /3,/) formam wna cobertura 
do plano hiperbólico Jj sem sobreposição (exceto nrn bordos) e T (a, (3, 1) ~ 
(x,Y,z 1 X2 ~ Y2 ~ Z2 ~ l,(XY)" ~ (YZ)~ ~ (ZX)' ~ 1). 
Demonstração. 
Façamos a demonstração em duas partes. A primeira viabiliza a cons-
trução do ladrilhamento e a segunda, a representação do grupo. 
A) Utilizemos o modelo<!: (naturalmente há uma equivalência em 6). 
Sem perda de generalidade, suponhamos que ~ possui o vértice A no 
ponto z =O de(!.. Logo, ..ó. possui dois lados (b e c) nos "diâmetros" de e: 
Tomemos \131 ~ {f (ll) I f E (R, o R" R,)} o polígono hiperbólico com-
posto por 2a triânguloa isométricos a a. Chamemos 06 triângulos que compõe 
\jl, de triângulos de ordem wn (Figura 3.18). 
c 
FIGURA 3.18 FIGURA 3.19 
Tomando os vértice<~ de s.Jl1 e aplicando um procedimento análogo ao feito 
com o vértice A de .6., obtemos um novo polígono hiperbólico que denotamos 
103 
I.P2 e que possui s;pl no seu interior. Os triângulos que compõe ~p-2 mas não 
pertencem a 'll1 chamamos de triângulos de ordem dois (Figura 3.19). 
Mostramos que este procedimento pode ser realizado indefinidamente. 
Para tanto, basta mostrar que os triângulos de ordem k não se sobrepõem 
com triângulos de ordens inferiores. Separamos esta demonstração em seis 
casos: 
A)i) o., (3, 1 2: 3. 
Façamos a demonstração por indução: suponhamos que os t:riângulos de 
ordem k -1 não interceptam (exceto nos bordos) os de ordens infomores (uma 
vez que os de ordem 2 não interceptam os de ordem 1). 
Os triângulOB de ordem k - 1 formam uma '"região anular" 2l em torno 
de polígono hiperbólico 'lJ,_2• Chamemos os triângulos de !11 de ~" ... , ~· 
É fácil ver que todo vértice de .6.1 , ... , Âp que não está em q:.l,~;-~t é comum a 
dois ou três triângulos de !11 (Figura 3.20'). Juntando esta observação com 
o fato de a, (3, 1 2: 3, temos que cada ângulo interno de 'lJ,_1 Él :S 1r. Logo, 




FIGURA 3.20 FIGURA 3.21 
Tomemos dois lados consecutivos de q3,~;_ 1 com vértices R, S, T e as h-
retas MRSM', NSTN'; M, M', N,N' E Coo que contêm. os lado~ RS e ST de 
'lJ,_ 1 respectivamente (Figura 3.21). 
Temos que um dos semi-planos hiperbólicos determinado por MRSM' 
contém o interior de s;pk_1. Mais ainda: o interior de s;pk-l está contido no 
interior do ângulo hiperbólico MS N K. Assim., os triângulos de ordem k em 
S não possuem interior no ângulo MSNK. Como Sé arbitrário, temos que 
os triângulos de ordem k não se sobrepõem com triângulos de ordem inferior. 
!treta mostrar que os triângulos de ordem k não se sobrepõem. Para 
tanto, dividamos estes triângulos em duas classes: 
-Os que possuem dois vértices em comum com s;pk-1, que chamamos de 
Zt, ... , Zt. 




-Os que possuem apenas um vértice em comum com s.Jlk-l, que chamamos 
de E,, ... , Eu (Figura 3.23). 
FIGURA 3.22 FIGURA 3.23 
Tomemos os segment<ti que nnem a origem O de e: com os vértices de 
l,llk-1· Sejam Rt, R, R2 três vértices consecutivos de '.Pk-t· Se R é encontro 
de dois triângulos de ordem k - 1 então, <! ( RO, RR1} , <! ( RO, fUI..,} ~ 2;. 
Se R é encontro de três triângulos de ordem k - 1, o mesmo resultado 
vale. Demonstremos isto por indução. 
Como o Tffiultado é verdadeiro para qJ-2 , suponhamos que seja verdadeiro 
para '-J3k-2· Mostremos que vale para s,pk-I (para efeito de aproveitamento da 
Figura 3.22, suponhamos que o resultado valha para i.lJk-1 e mostremos que 
vale para ;p,): 
Sejam T1 , T, T2 vértices em i.lJk, T encontro de três triângulos de ordem k. 
Tomemos o triângulo Zt = T3TT4 com n, T4 vértices de s,pk_1 (Figura 3.22). 
De<! (T30,T3T4), <! (T.O,T4T3 ) ~ 2; e<! (T3T,T3T4), <! (T4T,T4T3 ) ~ 
11" -"3 temos que Z1 está contido no setor de ângulo T30T4 • Logo,<! (TO, TT1), 
<!(TO, TT2) ~ 2;. O que demonstra nossa asserção. 
Com isto, chegamos que Zi, 1 $ i $ t, não se sobrepõem. 
Tomemos dois triângulos consecutivos de ordem k do tipo z,, digamos Z1 
e Z2 e todos os triângulos de tipo EJ de ordem k "entre" Z1 e Z2 (Figura 
3.23). 
Pelo fato de todos os ângulos dos triângulos que se encontram num ponto 
serem congruentes, temos, como indicado na Figura 3.23, que o polígono 
OTUV .. T1 é convexo, pois todos os seus ângulos internos são $ 1r. Isto 
mostra que os triângulos de tipo Ei não se sobrepõem. Logo, os triângulos 
de ordem k não se sobrepõem. 
Finalmente, mostremos que 'B cobre e::. Para tanto, tomemos um ponto X 
pertencente a algum triângulo ABC de ;J. Tomemoo ;p• polígono composto 
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pelos triângulos de ~ que possuem alguma intersecção com ABC. 
Temos que d (Fr (LI.ABC), Fr (!J:l')) = d > O (constante). Assim, todo 
ponto X de ;J possui uma vizinhança Vx tal que B, (X) C Vx e Vx pertence 
a ;J. Logo, U Vx = e:. 
X e~ 
A)ii) a= 2; (3, 7 > 4. 
Sem perda de generalidade, tomemos 6.ABC com A na origEm de lt onde 
~ 7f 
A=2. 
Criando os polígonos~ s como no item i), temos que ~2 ru!io é convexo 
pois possui ângulos interiores de medida 
3
; (que ocorrem nos vértices dos 
triângulos do tipo z, que não pertencem a !j:!1). 
Tomemos os triângulos Ht refletidos dos triângulos E, adjacentes a Zt em 
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Temos, assim, que q32 U U Hi = i,p'2 é um polígono convexo e podemos 
; 
utilizar racicínio semelhante ao do item i) para este caso. 
A)iii) a = 2, (3 = 3, 7 > 6. 
Tomemos 6.ABC e aplicamos a reflexão no lado b de modo a obter um 
novo triângulo LI.' de ângulos 7r," e 2:'r < 7r (Figura 3.25). Temos que LI.' 
3 3 'Y 3 
ertá de acordo com as hipóteses do item i). 
A)iv) a= O; (3,') >O. 
Tomemos um vértice B tal que Ê > O de 6.ABC na origem de lt. 
Suponhamos que Ê = !: . Logo, i,p1 possui t cúspides em cC)O (Figura 3.26). 
t 
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FIGURA 3.28 FIGURA 3.27 
Tomando I.P"2 a partir de q31 por reflexões nos lados de triângulos que se 
encontram em vértices não cuspi dais de ~1 , teremos que q32 é convexo e, por 
lUll processo análogo ao item i), é fácil verificar que os triângulos de ordem 
k não se sobrepõem com triângulos de ordem inferior. 
A parte principal nesse caso gira em torno da demoostração de que ~cobre 
<t. Para tanto, tomemos Ll.ABC e seus adjacentes (triângulos que poosuem 
alguma intersecção com Ll.ABC incluindo arestas e vértices). Cbamem<J6 o 
polígono assim obtido de~'. Todo ponto X E <t, X E Ll.ABC é tal que 
d (X, <;p') ~ dx > O. Logo, Bdx (X) E <;p'. Notemos que lim dx ~O. Mas se 
x-A 
fixamos <t' C <t, <t' ~ {z E <C I lzl S: r< 1}, temos que inf dx ~ d >O. 
XEMBC 
XEft' 
Logo, <t' é coberto por um número finito de triângulos de~- Como O <r< 1 
é arbitrário, (!: é coberto por ~-
A)v) a,/3 ~O; 'Y >O. 
Neste caso, tomemos âABC com vértice C na origem de (t. Logo, A, B E 
c= são cúspides. i,'Jj1 é mn polígono com todos os vértices cuspidais. 
Os triângulos de ordem dois são obtidos por reflexõffi nos lados dos triân-
gul06 de primeira ordem que são comuns a ~t (Figura 3.27). Logo, ~2 é 
convexo e o processo para demonstração é o mesmo do item i). 
A)vi) a,j],-y ~O. 
Neste caso tomamos o modelo 6. Consideremos o .6.ABC com cúspides 
nos pont<J6 O, 1 e ao E r= respectivantente. Logo, H1 ~ { Z E <C I 1m Z ~ ~} C 
F, ~ {f (Ll.ABC) I f E (R., R,)}. Assim, F, cobre H,. 
1 
Refletindo F 1 em cada semi-círculo de raio 2" da. fronteira de F 1 e chaman-
do esta cobertura de F2, temos que H2 = { z E C I Im z 2:: ~} C F2-




j = lim Fk cobre S e não possui sobreposições de triângulos. 
·~00 
Notemos que o conjunto D ~ { ~ + k I k E Z} C r 00 é composto por 
pontoe de acumulação de vértices de triângulos de lJ (se pell..artnOS em 6 
como semi-plano superior euclidiano). 
Nota. O grupo gerado pelas reflexões hiperbólicas nos ladco de um triân-
gulo de ânguloo internoo nulos é chamado de grupo modular. 
B) Temoo que T (a,/3, 'Y) é gerado por reflexões R., [4, R., nos lados a, b, c 
7f7f7r •• 







É fácil ver que R!= R~= R~= Id. 
FIGURA 3.30 
G:lmo vimos, na classificação de isometria hiperbólicas,~~ o~= p02!!: . ' 
1f 
rotação (elíptica) de centro C e giro 2-. Logo, (R. o !4)' o= p'2, 2 , ~ Id. 'Y • ' 
Analogamente, (14 o R,)"~ (R, o R.)" ~ Id. 
Sejam X = Rb, Y = Rc e Z = Ra· A Figura 3.30 ilustra um "pedaço" do 
grafo rr«,J'l,"Y' que é planar. É fácil ver que rr .. ,j3,-y é 3-regular., conexo e que 
todo caminho fechado é conseqüência das relações definidoras X 2 = Y 3 = 
Z2 ~ (XY)" ~ (YZ)" ~ (ZX)' ~ Id. Logo, 
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r"·"'"~ (x, Y, z 1 x' ~ Y' ~ Z' ~ (XY)" ~ (Y zt ~ (zxr ~ 1) -• 
Vejamos alguns ladrilhamentos4 associados a grupos triângulos: 
Figura 3.31: (.C L (í5), T(2, 3, O)) (L é um triângulo hiperbólico de ângulos 
71" 71" 
internos 2, 3 e O. 
Figura 3.32: (.C L( <r), T(2, 3, O)). Thte ladrilhamento é o obtido da figura 
anterior pela aplicação f (isometria entre os modelos). 
Figura 3.33: (.e L (<r), T(O, O, O)). Thte ladrilhamento é especial pelo fato 
dos ladrilhos terem todos ângulos nulos. 
Figura3.34: (.C L(<!:), T(2, O, O)). Thte ladrilhamento é ilustrado com ladrilhos 
compostos por quatro triângulos hiperbólicos justapostos. 
Figura 3.35: (.C L (<r), T(3, O, O)). Thte ladrilhamento é análogo ao anteri-
or, porém, desta vez, cada ladrilho é composto por três triângulos hiperbóli-
cos justapostos. 
Figura 3.36: (.e L( <r), T(2, 3, 7)). 
Figura 3.37: (!!L (<r), T(2, 3, 8)). 
FIGURA 3.31 
FIGURA 3.32 




FIGURA 3.36 FIGURA 3.37 
Um resultado importante sobre ladrilhamentos nos modelos hiperbóliCU~ 
é: para qualquer g ~ 2 existem ladrilhamentos por polígonos de 4.g lados, nos 
quais o subgrupo G de ISO (6) (ISO (11:)) associado só envolw translaçiiffl 
[cf. FENN]. 
Este fato tem como conseqüência que toda superfície orientável Mg de 




Classificação de Poliedros de 
V oro no i 
Poliedros de Voronoi são mn tipo especial de poliedros que ladril.ha.m o espaço 
euclidiano e possuem, como veremos, tuna propriedade muito interessante 
com relação à sua distribuição num reticulado de pontos gerado por três 
translações LI no espaço. Cbm base nesta propriedade, a classificaçãO de tais 
• poliedros se torna um estudo relevante, sendo, por conseguinte, o objetivo 
deste capítulo. 
Como referências para tal estudo, citamos o artigo [COXETER I] e o livro 
[COXETER II]. 
4.1 Motivação no plano euclidiano 
4.1.1 Polígonos de Voronoi 
Definição 1. Um polfgono em 1R2 é dito simétrico centralmente se puder 
ser transformado em si próprio atravffi de uma rotação de 180° (em 1R2 ). 
Denotamre tal polfgono por se. 
Conseqüências. 
Um polígono se possui um número par de vértices, ocorrendo oJXlSOOs dois 
a dois (em relação ao centro da rotação de 1800 que transforma o polígono). 
Dois lados opostos de um polígono se são paralelos e possuem mesma 
medida euclidiana. 
Um polígono se com quatro lados é um paralelogTamo. 
PROPOSIÇÃO 1. Um polfgono se ladrilha o plano se e s6 se possui 
quatro ou seis lados. 
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Demoll5tração. 
-<=) Seja L tal polígono se. 
Se L possui qnatro lados (paralelogramo), então existe (i!L (lR2), CJ) (C1: 
grupo cristalográfico gerado por duas transla<;ões LI). A Figura 4.1 ilustra 
tal ladrilhamento. 
Se L possui seis lados, então o mesmo resultado acima é válido, porém, 
chamando L = ABCDEF, temos que as transla<;ões geradoras de C1 sao 





::::} ) Mostrem05, inicialmente, que um polígono qualquer que ladrilha o 
plano possui no máximo seis lados. Para tanto, consideremos um ladrilhamen-
to do plano como sendo limite de uma seqüência de mapeamentos da esfera 
no plano ou, ainda, uma seqüência de poliedros eulerianos (poliedros com 
todas as faces com mesmo número de lados) indexada ao número de faces. 
Mais precisamente: 
Se ,C(L;} (JR2) é ladrilhamento de JR2 pelos polígonos L;, j E: I: conjunto 
enumerável de índices, então ..C(L·} (lR2 ) = lim Pn, onde n E Ni n ~ 4; Pn é 
' ·~ 
poliedro euleriano com n faces; lim (Área de Pn) = oo e L; siío as faces de 
n~oo 
P •. 
Sejam V: no. de vértioes de um poliedro euleriano (da s«jüência) Pno· 
A: no. de arestas de P 1l(l• 
F: no. de faces de P no. 
p:. no. de lados de cada face de P no. 
Temos que 3V .0::::: 2A, pois de cada vértice saem no mínimo 3 arestas. O 
número mínimo de arestas contadas duas vezes no poliedro é 3 V e o número 
de arestas, contadas duas veres , em P no é pF, pois cada aresta pertence a 
duas faoes. Logo, 3V :S 2A = pF. 
Mas a fórmula de Euler nos fornece F - A+ V = 2 =>- A- V = F- 2. 
Assim, de 3V :S 2A =>- A+3V :S 3A =>-A :'0 3(A- V)= 3(F- 2). 
pF 
Mas de 2A = pF =>-A= 2 . 
Logo, P: :'0 3 (F- 2) =>- p :'0 6 ( 1- ; ) . 
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Fazendo n ---+ oo, implica F ---+ oo. Logo, temos p :::; 6. 
Como um polígono se possui um número par de lados, se ladrilha o plano, 
deve possuir quatro ou seis lados .• 
Definição 2. A órbita de um ponto em 1!.2 por um grupo crista.lográfico 
C1 (gerado por duas traZJBlações T;; e Tu LI) chamamos reticulado gerado 
por i1 e V e escrevemos [ii, VJ. 
Nota. De modo análogo, podemos definir reticulado no espaço euclidiano 
1R.3 : É a órbita de um ponto em JR3 pelo grupo (Tu, Tu, Tw), onde U, V e W 
são LI. 
Definição 3. Consideremre o reticulado [ü, V1. Fixado um ponto A E 
[ü, VJ, ao conjunto 
PA ={X E 1!.2 I d(A,X) <:; d(X, T), VT E [ü,VJ} 
chamamos de região de Voronoi (ou de DírichJet) do reticulado [ü, VJ no 
ponto A. 
PROPOSIÇÃO 2. PA c 1!.2 é região de Voronoi de um reticulado [ü, VJ 
emAseesóse: 
- PA é um polígono se com quatro ou seis ladre. 
- PA é completamente inscritível numa circunfer&cia C de centro A (t~ 
dos os seus vértices pertencem a C). 
Demonstração. 
:::::} ) Como qualquer reticulado [ü, V) é localmente finito, teinos que PA é 
um polígono, 'IA E [ü, VJ . 
Fixado A E [ü, VJ temos que [ü, VJ é se em relação à A no aegujnte sentido: 
qualquer ponto Z E [ü,ii] e Y = -'l:J'AX (X) são simétricos em relação a A. 
Logo PA é se e, mais ainda, PA = P8 , VB E (ü, Vj. 
Como 'IX E 1!.2 é tal que X E PB para algrun B E [ü, iiJ, temos que 
i!pA (1!.2) é um ladrilhamento de 1!.2 e, portanto, pela Proposição I, PA possui 
quatro ou seis lados. 
Como todo lado de P A é lugar geométrico de pontos equidistantes de dois 
pontos de [ü, V] e os lados de PA ocorrem opostos dois a dois, o segmento 
que une os pontos médios de dois lados opostos de P A é perpendicular a 
estes lados. Como PA é se, A é ponto médio deste segmento. Assim, PA é 
inscritível numa circunferência C de centro A onde os vérticm pertencem a 
C (Figura 4.3). 
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FIGURA 4.3 
-{=) Como PA é se e possui quatro ou seis lados, temos, pela. Proposição 
1, que i!pA (IR2) é um ladrilhamento de IR2• 
Tomemos PA e todos os polígonos adjacentes a PA: PAp ... , PA,.· 
Como todos os PA;'s estão completemente inscritos em circunferências 
Cj's de centros A;'s, temos que os segmentos AAb ... , AA.n são ortogonais 
aos lados de P A passando pelos pontos médios destes. 
Como todas aB circunferências possuem o mesmo raio, temon que os pon-
tos médios de AA., ... , AA, pertencem aos lados de PA. Assim, <lado X E PA 
temos pela desigualdade triangular que d (A, X) s d (X, A.) , 'h = 1, ... , n. 
Logo, PA é região de Voronoi de [ü, V] , onde ü e V são tomadOB como 
vetores das. trans.Iações geradoras de C1 associado a i!pA (IR2 ) (Proposição 
1) .• 
V unos que se A E [ii, iiJ' então PA = PB, v B E [ii, iiJ e num• ainda: PA é 
um polígono. Logo, podemos considerar a seguinte definição: 
Definição 3*. Chamamos PA, A E [ii, V] simplesmente de P: polígono 
de Voronoi do reticulado [ü,Vj. 
A conclusão mais relevante que obtemos dos resultados anteriores (para 
nossos fins) é que tOO.o polígono de Voronoi possui quatro ou seis lados. Esta 
é a classi:ficação dos polfgonos de Voronoi em R2 • 
4.1.2 Diagramas Projetivos para Polígonos se. 
Estrelas de um Polígono se 
Nesta seção introduziremos os chamados diagramas projetiva:1 associados a 
polígonos se. Estes diagramas, definidos para polígonos, não são necessários 
para a classificação dos ''poliedros de Voronoi", uma vez que definiremos, na 
próxima seção, os diagramas projetivos associados a "poliedros se". Porém, 
é interessante estudá-los no caso dos polígonos a título de familiarização. 
A classificação dos "poliedros de Voronoi", ao contrário dou polígonos de 
Voronoi, depende fortemente deste novo conceito. 
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Seja Q um polígono se. Temos que os lados de Q são opostos doia a 
dois e os opostos são paralelos com mesma medida euclidiana. Associamos 
a cada par de lados opostos um segmento cujo comprimento é a soma doe 
comprimentos doe lados (associados) e arranjemos estes segmentos de tal 
modo que todos se cruzem em seus pontos médios e cada um seja paralelo 
aos lados que representam no polígono. Chamemos este arranjo de estrela 
de segmentos. Como exemplo, na Figura 4.4 vemos um polígono Q se e sua 




Podemos associar a cada par de regiões opostas na estrela de segmentos 
um par de vérti= no polígono Q, de tal modo que um doe ângulos das 
regiões opostas na estrela seja o suplemento de um dos ângulos internos do 
polígono nos vértices opostos associados (na Figura 4.4, "+ (J = 180"). 
Em resumo, se Q possui 2m vértices, a estrela de segmentos possui 2m 
regiões opostas e m segmentos. 
Considerando a estrela de segmentos de Q em 1R2 , tomemos retas no lugar 
dos segmentos (os segmentos estão contidos nas retas). Logo, podemos tomar 
a seguinte definição. 
Definição 4. A configuração de retas associada a Q tomadas como no 
parágrafo anterior1 chamamos de estrela associada a. Q e denotamos por 
E(Q). 
Consider=emos o conjunto S = {E (Q) I Q é polígono se}. Tomemos a 
relação de equivalência - sobre S: 
E(Q1)- E(Q2 ) '* E(Q1 ) e E(Q2 ) possuem o mesmo número de retas. 
Acrescentando uma reta no infinito ao plano euclidiano, temos o plano 
projetivo e esta reta no infinito é um plano projetivo de dimensão um (por-
tanto S 1). 
As m retas da estrela de Q no plano projetivo dividem a reta projetiva 
em m pontos e as 2m regiões opostas da estrela dividem a reta projetiva em 




Diagramas Projetivos e Classes de Equivalências 
Seja C = { Q j Q é polígono BC} . Consideremos a relação de equivalência "" 
sobre C: 
Q1 "" Q, .,. E (QI) e E (Q2) pertencem à mesma classe d.e equivalência 
s 
de-. 
Assim, tomando m pontos sobre RP1 = 8 1 , temos associado a e:~ta uma 
s c 
classe de -, consequentemente, uma classe X) de - na qual cada polígono 
~ "" 
BC de :!) possui m pares de lados opostos. Os m arcos determinados pelos m 
pontos sobre 8 1 representam os m pares de vértices opostos dos polígonos se 
de:!). 
Definição 5. Chamamt:\9 os m ponta;; em RP1, oriundos da estrela de Q 
de diagrama projetivo associado à classe ~ de Q. 
4.2 Zonoedros 
Definição 6. Um poliedro convexo P no espaço euclidiano IR3 é dito zonoe--
dro se todas as suas faces forem poligonos se. 
Como conseqüência, todas as faces de um zonoedro possui um número 
par de lados, 
Definição 7. Chamamas de zona de um zonoedro P um conjunto Z de 
faces deste, de modo que se a 1 e a2 são arestas comuns às faces Ft, F2 e Gt, 
G2 n:spectivamente, então ad ja2• Dizem(lj que a1 e a2 pertencem à zona Z. 
Observação. Se o zonoedro possui arestas em n diferentes direções, 
temos n zonas distintas. 




Definição 8. Um poliedro convexo P é dito simétrico centralmente 
se existe um ponto O do espaço euclidiano tal que para qualquer reta r 
contendo O, a intersecção P n r é constituida por dois pontos A1 e A2 tais 
qued(O,AJ) ~d(O,A2). 
Indicaremos tais poliedros com a notação se. 
PROPOSIÇÃO 3. Todo zonoedro é SC. 
Demonstração. 
Se uma face F possui 2k lados, temos que F pertence à k zonas distintas. 
Tomando duas destas zonas: Z1 e Z2 , deverá existir outra face F tal que 
F E Z1 e F' E Z2 , uma vez que as faces de Z1 formam um "circuito fechado 
bidimensional" sobre P. 
Se a1 é aresta de Z1 e lado de F, a2 é aresta de Z2 e lado de F, temos que 
se a~ é aresta de Z1 e lado de F, então a~/ ja1 e se a~ é aresta de Z2 e lado 
de F' temos que cl,/ fa2• Logo, a face F é paralela à face F'. 
Como todas as zonas que possuem F devem possuir F', o número de lados 
de F e F' é o mesmo e estas possuem lados opostos dois a doia congruentes 
(devido ao fato de que todas as arestas de uma zona são congruentes) e, 
sendo F' se, temos que F e F são congruentes: 
Como cada zona forma um circuito em P, temos que F e F' são simétricas 
em relação a um ponto OF no espaço. 
Tomando uma face G adjacente à F e sua op<J8ta G' (adjacente a F'), 
temos que Oc = OF, pois os pontos da aresta comum a F e G são simétricos 
em relação à aresta comum à G' e F' por Oa e Qp. Logo, P possui um ponto 
de simetria central que chamamos de O .• 
4.2.1 Poliedros de Voronoi 
Definição 9. Seja R ~ [ü, v, w] reticulado gerado peloo vetares LI ü, v, w 
em lR3 . Fixado A E R, a.o conjunto 
PA ~ {x E R3 1 d(A,X) :S d(X,T), 'tT E R} 
chamamos de região de Voronoi do reticulado R no ponto A. 
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PROPOSIÇÃO 4. PA = Pa, 'V B E R, PA é SC e .CpA {JR3 ) é ladrilhamen-
to de IR3 . 
Demonstração. 
Fixado A E R temos que R é simétrico centralmente em A no seguinte 
sentido: VX E R, temos que Y = -2T;rx (X) e X são simétri<:oa em relação 
a A. 
Como R é localmente finito {ou seja, se B E R, para Vr E llt~, temos que 
B, (B) n R é finito) e o lugar geométrico dos pontos equidistantes de dois 
pontos de R é um plano, PA é um poliedro. Devido ao fato de R ser se em 
A temos que PA é se e, ainda, PA = Pa, 'VB E R. 
Com base nisto, como todo ponto de lR3 pertence a algum P8 , temos que 
.CpA (lR3 ) é ladrilhamento de JR'.• 
Vnnos que se A E R, então PA = P8 , 'VB E R e mais ainda: PA é um 
poliedro. Logo, podemos considerar a seguinte definição: 
Definição 10. Chamamos PA, A E R simplesmente de P: poliedro de 
Voronoi do reticulado R. 
PROPOSIÇÃO 5. Se P é poliedro de Voronoi de R, =tão: 
a) P é um zonoedro. 
b) P é completamente inscritível numa esfera E (possui todas as vértices 
sobre E). 
Demonstração. 
Sejam A E R e PA poliedro de Voronoi em A. Se F é face de' PA, tomemos 
F face oposta a F em PA. Temos, também, que F é determinada por dois 
pontos de R, um é A e o outro chamemos de B (centro de outro poliedro 
de Voronoi que possui a face F em comum com PA)· Como ,Cp..t (R3 ) é 
ladrilhamento de R 3 , temos que TÃB (F') =F. Logo, F' =F e como F' é 
simétrico a F em relação a A, temos que F é se. Logo, PA é um zonoedro. 
Como toda face de P A é lugar geométrico dos pontos equidiistantes a dois 
pontos de R e as faces de PA ocorrem opostas duas a duas, temos que se 01 
e 0 2 são centros de simetrias de F 1 , F 2: faces opostas de PA, então 0 102 é 
perpendicular a F1 e F2 (Figura 4.7). 




Como PA é se, temos que A é ponto médio de 010'2. Como para cada 
par de faces podemos fazer o mesmo, PA é inscritível numa esfera E com os 
vértices sobre E .• 
PROPOSIÇÃO 6. Se um zonoedro é poliedro de Voronoi para algum 
reticulado, então cada zona possui quatro ou seis faces. 
Demonstração. 
Suponhamos que um zonoedro P seja um poliedro de Voronoi para algum 
reticulado. Tomemos o prisma infinito cujas faces contenham uma zona Z 
qualquer do zonoedro. Este prisma "ladrilha" JR3 • Projetemos ortogonal-
mente este ladrilhamento no plano JR2 . Logo, cada prisma é projetado em 
um polígono cujo número de lados é o mesmo que a quantidade de faces de 
Z (Figura 4.8). 
~~l 
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FIGURA 4.8 
Como este polígono ''ladrilha" JR.'2, temos que ele possui no máximo seis 
lados e como Z possui um número par de faces, este polígono possui quatro 
ou seis lados .• 
PROPOSIÇÃO 7. Todo zonoedro que possui zonas com quatro ou seis 
faces e é completamente inscritfvel numa esfera E, pode ser tomado como 
poliedro de Voronoi para algum reticulado. 
Demo~ração. 
Seja P zonoedro como na hipótese. 
Seja Zt zona, F1, Ff, F2, ~faces de Zt opostas duas a duas. 
Sejam OF1 , OF2 , O centros de simetria de Ft, F2 e P respectivamente. 
~ ~ 
Tomemos T1 translação pelo vetor 200p1 e T2 pelo vetor 200F2 • Seja 1r 
o plano que contém O, 0p1 e OF2. 
Tomemos a projeção ortogonal de Z1 sobre 1r. Temos, assim, um polígono 
P com quatro ou seis lados se. Logo, P "ladrilha" 11". A partir do ladrilhamen-
to 1!p(1r) tomemos os zonoedros cujas projeções das zonas paralelas a Zt 
resultam nos polígonos do ladrilhamento (um zonoedro para cada polígono), 
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de modo que todos os centros de simetrias estejam no plano 1r. Temos as-
sim tuna camada de zonoedros todos justapostos pelas zonas paralelas a zl 
(Figura 4.9). 
Sejam Gt, G~, G2, c; face; de uma outra zona Z2 de P distinta de Zt. 
tal que Gl e G2 são adjacentes a FI (portanto G~ e c; são adjacentes a F~} 
Tomemos Oc1 centro de simetria de G1 e T3 translação pelo vetor 200c1 • 
Assim, T3 é tal que T3 (G2 ) ~ T1 (G~) (pois Z2 poosui quatro ou seis faces). 






Logo, T, (P) n {T (P) I TE (TI, T,)} ~ 0. Chamemos {T (P) I TE (T~, T,)} 
de camada C,. Assim, a camada {T (P) I TE (T1, T,)} ~ C2 é tal que se 
o o 
P1 n P2=/=- 0, onde P1 E C1 e P2 E C2, então P1 = P2. 
Desenvolvendo o mesmo raciocínio para todas as zonas de P, temos que 
se F1, Fj_, ... , Fk, Ji'k são as faces de P com centros de simetia 0p17 Op;, ... , 
OF., OF;. temos que { T (P) I T é translação por 200F,; i ,= 1, ... , k} é 
uma cobertura face a face de P por transladados de P. Logo, P ladrilha o 
espaço e o conjunto de centros dos ladrilhos forma um reticUlado R gerado 
por T1, T2 e T3. 
Como Pé completamente inscritível numa esfera, OF,OFii i= 1, ... , k é 
perpendicular a Fi e Fi e a condição da definição de poliedro de Voronoi é 
facihnente checada. Portanto P é Poliedro de Voronoi .• 
Sejam C ~ { Q I Q é zonoedro) e ~ relação de equivalência sobre C tal 
que 
Q1 "' Q2 {:::} Q1 e Q2 possuem mesmo número de faces, mesmo número 
de arestas (portanto mesmo número de vértices) e mesmo número de zonas. 
Assim, todo zonoedro pertence a uma daftie de equivalência de C. 
~ 
PROPOSIÇÃO 8. Toda cl"""" de equivalência e: de C p<JOOui um zo-
~ 
noedro completamente inscritível numa esfera E. 
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Demonstração. 
Seja Q E f[ zonoedro. Como Q possui wn centro O de simetria, tomemos 
uma esfera E de centro O e raio qualquer e projetemos os vértices de Q 
radialmente sobre E (chamemos eBta projeção de 1r) e liguemos estes novus 
vértices de modo que se Ví e v2 são vértices de p unidos por uma aresta 
a, então 7r (Ví) e 7r (V2) são unidos por uma aresta. Temos, assim, que o 
poliedro inscrito em E é wn zonoedro pertencente à mesma classe na qual Q 
se encontra .• 
Conseqüência: todo zonoedro com zonas com quatro ou seis faces está 
numa classe de C que possui Poliedros de Voronoi. 
~ 
4.2.2 Estrela de um zonoedro 
Como as arestas de uma zona de um zonoedro Q são paralelas e de memm 
medida, podemos tomar, a menos de sentido, um vetor no espaço represen-
tante destas are<tas (e conseq1lentemente representante desta zona), de modo 
que a norma deste vetor é a mesma que o comprimento de uma aresta e este 
seja paralelo à zona. 
Definição 11. Chamamos ao arranjo originado por tod.(llj os vetores, 
representantes das zonas do zonoedro Q com a mesma origem, de estrela 
de vetores. 
Nota. Poderímos trabalhar com pares de vetores opostos reprffielltan-
do uma zona: os resultados seriam os mesmos. Neste enfoque, haveria uma 
semelhança entre a estrela de vetores e a estrela de segmentos do caso bidi-
mensional. 
Se aos vetores da estrela chamamos e1, ... , ek, temos que 
P = { a1e1 + ... + a~;e~; I - ~ :::; ai:::; ~i i = 1, ... , k}. 
Logo, existe uma correspondência biunívoca entre as estrelas do espaço e 
os zonoedroá. A Figura 4.11 ilustra dois zonoedros e suas estrelas de vetores. 
' •• / 





Tomando planos "suportes" paralelos no zonoedro (ou seja, planos paral~ 
los que contenham vértices opostos do zonoedro) e repl'ffientando-os por um 
plano paralelo passando pela origem da estrela, vemos que quando os planos 
suporte tendem às faces F e F opostas do zonoedro, o plano suporte na 
estrela tende ao plano gerado pelos vetores que representam as zonas que 
contêm F e F (Figura 4.12). A.sim, cada plano gerado por vetores da es-
trela representam um par de faces opostas de Pese o plano poesui m vetores, 
temoe que cada face possui 2m lados. 
4.2.3 O Plano Projetivo 
Temos em JR3 um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais Oxyz. To--
memos um plano euclidiano 1r paralelo não coincidente a Oxy (1r é chamado 
plano afim em IR3 ). Tbmando todas as retas que passam pe]., origem O de 
1R.3 que não estão em Oxy, temos que estas retas interceptam n· em um único 
ponto. 
Quanto às retas contidas em Oxy, estas interceptam uma reta no infinito 
no plano 1r. 
Definição 12. Chamamos o plano a.fun 1r unido a. uma reta. no infinito 
de Plano Projetivo Real Denotarnoo por RP2. 
Tomando a esfera S2 com centro em O e 1r passando pelo polo sul de S2, 
podemos pensar em cada ponto p de 1r como doia pontos 81 e 82 antípodas 
de 8 2, identificados de tal modo que p, 81 , O, 82 são colineare:~. 
Os pontos da reta no infinito são pontos antípodas do equador da esfera 
identificados. 
Como a relação ~ sobre 8 2 tal que 




4.2.4 Diagrama Projetivo Primai 
Tomando retas pela origem no lugar de vetores na estrela de vetores de um 
zonoedro Q e colocando-a em 1R.3 de forma que nenhuma reta da estrela fflteja 
em Oxy, temos o que chamamos de estrela de retas de Q e ru~notamos por 
E(P). 
As retas e os planos (determinados pelas retas) da estrela de retas de P 
determinam pontos e retas em RP2 • 
Definição 13. A configuraçiW de retas e pontos em RP2 d€scrita a.cim~ 
chamamos de Diagrama Projetivo Primai do zonoedro Q. 
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Sejam S = {E ( Q) I Q é zonoedro} e t. a seguinte relação de equivalência 
sobreS: 
E (Q!) t. E (Q,) #E (Q1) e E (Q,) possuem o mesmo número de retas. 
Notemos que se Ql e Q2 pertencem à mesma classe de equivalência de 
c -
-,então E(Q1) t. E(Q2). - Notemos que uma reta no primai representa um plano muna classe 6 de 
s c 
t:,, o qual representa um par de faces opostas numa classe I[ de ~. 
Se a reta no primai possui m pontos (que representam zonas de zonoe-
dros), então temos um plano de S que possui m retas, as quais representam 
um par de faces opostas com 2m lados em cada face de 1!:. 
Se 11111 ponto (zona) é intersecção de m retas, ternos que esta zona pc&-
sui 2m faces em I!:. A Figura 4.13 nos fornece um esquema ilustrativo da 
discussão acima tendo por base um cubo. 
FIGURA 4.13 
Neste tipo de diagrama, vemos que se dados k pontos (zonas) no plano 
projetivo e, tomando todas as posaíveis retas que ligam estffi k pontos, temos 
que esta configuração determina uma classe de zonoedros, porém nem todo 
ponto de intersecção de retas é ponto que representa um zona. Este é o ponto 
negativo dos Diagramas Projetivos Primais. 
4.2.5 Diagrama Projetivo Dual 
O Princípio da Dualidade da Geon>etria Projetiva [COXETER llj possibilita, 
entre outras coisas, trocar retas por pontos e pontos por retas no primai de 
forma a preservar as propriedades que o primai possW.. 
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Definição 14. Chamamos esta nova configuração (advinda. do Princípio 
da Dualidade sobre um Diagrama Projetivo Primai) de Diagrama Proje-
tivo Dual. 
Assim, se no primai uma reta possui m pontos, no dual, temos um ponto 
que é intersecção de m retas e vic&versa. No dual, ponto rep1~ta par de 
face'!! opostas e retas representam zonas. 
Um ponto de intersecção de m retas representa um par de faces opostas 
cada uma com 2m lados (pertence a m zonas). 
Uma reta com n pontos é uma zona com 2n faces. 
Cada região representa um par de vértices opostos a qual é encontro de 
k face'!! onde k é o número de lados da região no plano projetivo. 
Na Figura 4.14, v2 l.. [v1 , Va]: plano gerado pelos vetores v1 e v3 ; v1l.. ['Ih, Va] ; 




Toda reta do primai é reta suporte de dois pontoe {zonas); lo!:O, todo ponto 
do dual é intersecção de pelo menos duas retas {zonas). 
Resultado 1. Todo ponto (intersecção de retas) do dual é intersecção 
de retas que representam zonas. 
Se no primai existem n pontos, 7nt > 3 pontos colineares, onde i= 1, ... , k, 
então o número de retas distintas (retas que ligam os pontoe) no primai é: 
(~)-t (~·) +k. 
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Se uma reta possui mi pontos no primai, existe um ponto no dual que é 
intersecção de ffii retas; Se estas retas do dual se interseccionassem duas a 
duas, teríamre ( ~) pontos distintos e não apenas 1. 
Assim, no dual exisW!n (;) - (~1 ) + 1- (;) + 1 ... - (~') + 1 = 
k 
(;) - ~ ( '";;') + k pontos distintos (que são os pontos de intersecção das 
retas do dual) .• 
Como conseqüência da demonstração acima, tem<l'3: 
Resultado 2. O número de pontos de intemecção de retas do dual é 
igual ao número de retas do prim.al. 
Com os Resultados 1 e 2 Wmos que todo ponto de intemecção de retas 
do dual é ponto proveniente de retas do primai. 
Concluimos, assim, que qualquer configuração dual com maia de um ponto 
representa uma classe de equivalência de C de zonoedroe. -
Como estamos interessados em poliedros de Voronoi, cada zona do zo-
noedro deve possuir quatro ou seis faces, logo cada reta do dual deve possuir 







3 retas: 3 zonas. 
2 pontos em cada reta: 4 f~ em cada zona. 
3 pontoso 6 faces (opostas duas a duas). 
cada ponto é intersecção de duas retas: cada face pOSBui 4 lados. 
4 regiões: 8 vértices. 
todas triangulares: todas encontro de 3 faces. 
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Exemplo: Cubo. 






4 retas: 4 zonas, todas com 6 faces. 
6 pontos: 12 faces, todas com 4 lados. 
7 regiões: 14 vértices. 
regiões 1, 5, 7 quadrangulares: 6 vértices são encont:m de 4 faces. 
regiêies 2, 3, 4, 6 triangularea: 8 vértices são encontro de 3 faces. 
Exemplo: Dodecaedro Lo.angonal. 
B2) 
FIGURA 4.17 
4 retas:. 4 zonas. 
3 zonas com 4 faces. 
1 zona com 6 faces. 
4 pontos: 8 faces. 
6 faces com 4 lados. 
2 faces com 6 lados. 
\ 
6 regiões: 12 vértices, todos encontro de 3 faces. 
Exemplo: Prisma Hexagonal. 
_:;> 
. .::> 
Nos duais ilustrados nas figuras 4.16 e 4.17 só há uma maneira de intro-




5 retas: 5 zonas. 
4 zonas com 6 faces. 
1 zona com 4 faces. 
6 pontos: 12 faces. 
8 faces com 4 lados. 
4 faces com 6 lados. 
9 regiões: 18 vértices. 
16 vértices é encontro de 3 faces. 
2 vértices é encontro de 4 faces. 
Exemplo: Dodecaedro Alongado. 
D) 
FIGURA 4.19 
6 reta.:. 6 ZOnaB, todas com 6 faces. 
7 pontos: 14 faces. 
8 faces com 6 lados. 
6 faces com 4 lados. 
12 regiõe::!: 24 vértices. 
Todas as regiões são triangulares: 
Todos os vértices são encontro de 3 faces. 
Exemplo: Octaedro Truncado. 
O diagrama dual representado na Figura 4.19 está saturado no sentido de 
que uma sétima reta, fatalmente, originaria um quarto ponto em uma reta. 
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Logo, existem somente 5 classes de equivalência de C que possuem poliedros 
de Voronoi. 
Existe um trabalho, relativamente simples, que aborda a questão sobre o 
número máximo de faces que um "politopo de Voronoi" pode ter no espaço 
IR": 2 (2"- 1) faces (de fato, em nossa classificação, um polígono de Voronoi 
pode possuir no máximo 6 lados e um poliOOro de Voronoi pode possuir no 
máximo 14 faces). Este trabalho pode ser encontrado no artigo [BAMBAH]. 
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Capítulo 5 
Ladrilhamentos Especiais de 
Compactos Euclidianos 
Há duas vertentes concernentffi à Teoria de Ladrilhamentos. Uma delas trata 
de ladrilhamentos envolvendo "toda" a variedade na qual se está desenvol-
vendo o estudo, como, por exemplo, os ladrilhamentoe que estudamos nos 
Capítulos 2 e 3, envolvendo o plano euclidiano e hiperbólico, !'fflpectivamente. 
A outra vertente faz o mesmo estudo, porém restrita a subconjuntos da 
variedade. Por exemplo, dado 1lln subconjunto compacto C do ~ eucli-
diano e um poliedro P qualquer, é natural a pergunta sobre a existência de 
J.!p (C). 
Neste capítulo estudamos um pouco erta segunda vertente da Teoria de 
Ladrilhamentos. Para tanto, concentrar-nos-emos apenas em alguns com-
pactos especiais do plano euclidiano, pois, no momento, não há condições de 
abordannoo muitos outros casos. Como veremos, este estudo é bastante rico 
em métodos e ferramentas matemáticas e, também, tem se tornado alvo de 
peBquisas em outras áreas, como, por exemplo, em Engenharia Elétrica, na 
qual obtem-se aplicações em Teoria dos Códigos. 
As principais referências para este capítulo são os artigos [CONWAY] e 
[TiillRSTON]. 
5.1 Apresentação, Definições e Alguns Resul-
tados 
Delln.ição 1. Ladrilhamento reticulado regular (do plano Euclidiano 
JR?): Ladrilhamentas por triângulos equilátez'al, quadrad~ ou hexágonos re-
gulares do plano. (Figura 5.1). 
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Dentre os polígonos regulares, somente eages três ladrilham o plano. 
FIGURA 5.1 
Definição 2. Célula: Cada um dos polígonos regulares do ladrilhamento 
acima (com o bordo). (O mesmo que ladrilho no espaço R2). 
Definição 3. Figura reticulada ou região reticulada: União finita e 
conexa de células no ladrilhamento a.cima. 
Definição 4. Poliamonde: Figura reticulada composta por células tri-
angulares regulares. 
Definição 5. Poliomino: Figura reticulada com pasta por células quadradas. 
Definição 6. Poliexo: Figura reticulada composta por o§lulas hexago-
nais regWares. 
Definição 7. Ladrilho (reticulado): Figura reticulada simplesmente conexa. 
O ladrilho abordado neste capítulo não deve ser confundido eom. os ladrilhos 
dos capítulos 2 e 3. Aqui, ladrilho é conjunto de células. 
Definição 8. Seja R uma figura reticulada qualquer em um Jadrilbamento 
reticulado regular do plano. Um conjunto S de ladrilhas nâO congruentes 
ladrilha R, se e só se: 
a) R é coberto por cópias de ladrilhas deSsem sobreposição (exceto nas 
bordos dos ladrilhos); 
b) Toda célula fora de R não é coberta por cópias de ladrilhos de S. 
Os dois problemas, abaixo, são a principal motivação para o estudo de 
ladrilhamentos nas duas vertentes da Teoria de Ladrilham.ent.os citadas na 
introdução dert.e capítulo. 
Problema 1. (Problema de ladrilbamento no plano) Dado um conjunto 
finito S de ladrilhos, quando S ladrilha o plano ? 
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Problema 2. (Problema do ladrilbamento de uma figura) Dada uma 
figura R do plano e um conjiUlto finitoS de ladrilba;, quando S ladrilba R? 
Particularizemos o Problema 2: Tomemos R como sendo wn conjunto de 
células hexagonais dispostas em forma triangular regular, como mostrado na 
Figura 5.2. 
FIGURA 5.2 FIGURA 5.3 
Definição 9. Se a base de R possuir n hexágonoo, cbamamoo R de T •. 
(
n+1) n(n+1) 





Definição 10. Chamamos de Ln uma "linha" de hexágonCB. (Figura 5.3) 
Questão 1. (Problema de ladrilbamento de figuras triangulares por 
triángu]os) Para quais valores de n E N*, Tn é ladrilhado por T2 ? 
Questão 2. (Problema de ladrilbamentoo de figuras triangulares por li-
nhas) Para quais valores de n E N", Tn é ladrilbado por La ? 
Em resposta a essas questões, temos: 
TEOREMA 1. A figura triangular Tn no reticulado hexagonal regular 
é ladrilbada por T2 se e só se n =O, 2, 9 ou ll (mod 12). 
TEOREMA 2. É impassívelladrilbar a figura Tn no reticulado hexago. 
nal regular par L 3 • 
Permitindo alguma sobreposição "comportada" de ladrilhos, no sentido 
das definições abaixo, podemos ampliar a quantidade de ladrilhamentos dos 
Teoremas 1 e 2: 
Definição 11. Ladrilho com sinal: atribuição do valor +1 ou -1 a um 
ladrilbo. 
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Definição 12. Uma figura reticulad.a R possui ladrilhamer1to com sinal 
por ladrilha> (com sinal) deSse existir uma alocação finita de ladrilha> de 
S cobrindo R (poosivelmente sobrepondo-se) de modo que cada célula de R 
é coberta por ladrilhos cuja soma de sinais é 1 e, quando uma célula de E\ R 
é coberta por ladrilhos de S, então a soma dos valores destes ladrilhos é O. 
Claramente, se existe um ladrilhamento de uma figura reticulada R por 
ladrilhos de S, então existe uma ladrilhamento com sinal de R (hasta atribuir 
valor 1 aos ladrilhos que cobrem R). 
TEOREMA 3. A figura triangular T. no reticulado hex;s~nal regular 
possui um ladrilhamento com sinal de T2 se e só se n = O ou 2 (mod 3). 
Notemos que o conjunto dos "n's" do Teorema 1 está contido no conjunto 
dos "n's" do Teorema 3. 
TEOREMA 4. A figura triangular Tn no reticulado hexagonal regu-
lar tem um ladrilhamento com sinal pelo ladrilho La se e só se n = O ou 
8(mod9). 
Nosso objetivo é demonstrar os quatro teoremas acima. Pa:ra isto, traba-
lhemos com ladrilhamento reticulado quadrado ao invés de hexagonal regular 
por razões de conveniência. 
No ladrilhamento reticulado quadrado temos três entes a serem destaca-
dos: 
a) O conjunto de pontos do reticulado (que podem<>! identificar com 
Z X Z = ';!}). Dizemos que dois pontos do reticulado são vizinhos se possuem 
distância euclidiana 1 (materna de coordenadas carlesianas ortogonms fixado 
e quadrado com lado 1). Com isto, um ponto do reticulado poorui 4 vizinhos; 
h) O conjunto das arestas, onde uma aresta é o segmento que une dois 
pontos vizinhos no reticulado; 
c) O conjunto das células que são os quadrados com os bonloo. 
Definição 13. Caminho orientado: Seqilência de arestas orientadas no 
sentido dos vetores da base canbn.ica do IR2 contendo 
A~ {(x,,y,)IO :o; i :o; n, para algum n E N} 
de modo que a i-ésima aresta (O< i) conecta (x;-J, Y<-1) a (x;, y;). Indiquf>-
mos o caminho pelo conjunto de vértices A. 
Definição 14. Caminho orientado fechado: (x0 , Yo) = (x .. , y .. ) em A. 
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Definição 15. Caminho orientado simples: Caminho orientado onde 
nenhuma aresta aparece repetida e se O < i, j < n com i =/= j e (xi, Yt) = 
(Xj,YJ), então as duas arestas que unem (xi-t,Yi-d a (xi+I,Yi+t) não são 
ambas horizontais ou ambas verticais (ou seja, o caminho não faz "cruza-
mentos11). 
Todo bordo de uma figura reticulada R simplesmente conexa pode ser 
tomado como tun caminho orientado simples e fechado. 
Definição 16. Denotamos por 8R(e) o bordo orientado de R, onde e é 
uma aresta orientada (inicial do caminho) qualquer em R. 
Definição 17. DenotamOB por h e v as translações horizontal e vertical 
de amplitude 1 no mesmo sentido dos vetores da base canónica do JR2. 
Tomemos o grupo livre 
F= (h,v). (1) 
Dado um caminho C= {(xi, Yi) I O:$ i :s; n}, associem~ a palavrap E F, 
p = p(C) dada por p = YnYn-I···Yh onde: 
g,= u-~ 
se (x,, y,) - (x;:-1 + l,yi-1) 
se (x,, y,) - (xi-I - 1, Yi-Ú 
se (x,, Y;) - (x;-~oYi-1 + 1) 
v-1 se (x;, Y;) - (xi-I>Yi-I -1) 
Desta forma, podemos representar o bordo 8R( e) de uma figura reticulada 
R simplesmente conexa por palavras, por exemplo, na Figura 5.4, temos as 
palavras 8R(e1) = v-'h-1vh-1vh' e iJR(e2 ) = vh2v-2h-1vh-1 
e, 
FIGURA 5.4 
O conjunto B = {aR (e) I e é wnaa.rerta orientada {no sentido do. vetores 
da base canônica do R 2) em iJR} é tal que se 8R(e1), 8R(e2) E B, então 
existe p E F tal que 8R(e1) = p8R(e2)p-1. No exemplo acima: 8R(e1) = 
( vh')-18R(e2)(vh2). 
Isto sugere a seguinte definição: 
Definição 18. Bordo combinatório de uma figura reticulada. R sim-
plesmente conexa.: [iJR] = {piJR(e)p-1 I p E F} onde e é uma aresta de R 
devidamente orientada. 
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Definição 19. Chamamos a. extremidade inicial do vetor e de ponto de 
base de R. 
Definição 20. Se G é subgrupo de F, denotema; N ( G) para o menor 
subgrupo normal de F que contém G. 
Definição 21. Seja U = {R; I 1 :<:; i :<:; m} conjunto de ladrilha; sim-
plesmente conexo com uma aresta ei associada. a. cada ladrilho ~ e todos os 
pontos base coincidindo com (0, O) E Z x Z. 
Definição 22. GMipo de Ladrilhamento: 
T(U) = N((&R;(e;) 11 :<:;i :<:; m)) 
= (p&R;(e,)p-1 I p E F e 1 :<:::i:<::: m) 
onde &R;(e;) é o bordo orientado de R;. 
TEOREivi.A 5. Seja R uma. figura reticulada simplesmente conexa. e 1l 
um conjunto de ladrilhos (como descrito acima.). Se 1l ladzilha. R, então 
I&RI CT(U). 
Demonstração. 
Como T(U) é um subgrupo normal de F, para mostrar que [&R] c T(U), 
basta mostrar que um bordo orientado &R( e) qualquer de R está contido em 
T(ll). Procederemos por indução sobre o número de ladrilhos no ladrilhamen-
tode R: 
Se R for ladrilbado por apenas um ladrilho R; deU, então &R( e) =&R;( e;) 
e, consequeotemente, [&R] C T(U). 
Suponhamos que R possa ser ladrilbado por uma quantidade k ~ 2 de 
ladrilbOB de U. 
Afirmação. Nas condiçõe:; do teorema, temos que R pode ser decom-
posta em duas figuras reticuladas simplesmente conexas não vazias R* e 
R.. (portanto, R = H: U H:') tais que H: e R .. são ladrilhadas por U e, 
ainda, existem arestas orientadas e1 e e2 de &R' e &R'' tais que &R(e1) = 
&R''(e,)&H:(eJ). 
Provando a afirmação, podemos tomar uma figura R ladrillwda por k + 1 
ladrilhos deU e como R= R*UR* .. com R*, R** =f:. 0, R* e R- sãol.adr:ilhados 
(separadamente) por m :<:; k ladrilhOB deU; logo, &R''(e2 ) e &R'(e1) E T(U) 
e, portanto, &R(e1) E T(U), completando a demonstração do 1;eorema. 
Demonstração da afirmação. 
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Como R é simple:~mente conexa, topologicamente R é homeomorfo a um 
círculo. &ta afirmação não é estritamente verdadeira; temos que pensar nos 
pontos que são vértices de quatro arestas distintas como sendo duas pequenas 
regiões quadrangulares, como ilustrado na Figura 5.5. 
FIGURA 5.5 
Como R é ladrilhado por 11, tomemos um ladrilho S em 1( presente no 
ladrilhamento de R de tal modo que 8R e 88 possuam uma aresta em comwn. 
Pelo fato de aR e as serem curvas de Jordan (simpl.., e fechada) e S c R, 
temos que existem decomposições dos bordos de R e S de tal modo que: 
aR - aR, u ... U aR2i 
as - as,u ... uas2j 
onde cada. 8R;, e asi são caminhos simples, cada 8R;, f:. 0 é constituído 
de arestas consecutivas de aR e aR,;+ 1 = aS2;;.1 e aS,; n aR = 0 (aqui 
convém rt588ltar que 8R e 8Si são vistos como conjuntos de arestas, portanto 
as,. n aR i 0 se e só se existe uma aresta comum aos dois conjuntos). 






Da maneira como fizemos a decomposição acima, podemos ter 882i = 0 
e, de fato, isto pode acontecer, como ilustrado na Figura 5.7. 
Denotemos por 8R: a união de 882 , de arestas orientadas em sentido 
opoato, com 8~. Temos que 8R* f:. 0 é um caminho fechado delimitando 
R• i 0 simplemente conexa. 
Seja R .. = R\ R". Temos que o bordo de w• é: 
aR .. =as, u as, u as, u aR. u as, u aR,; u as, u ... u aR,,. 
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Vemos que 8R"'* é um caminho simples e fechado; logo, R** é simples-
mente conexa. Com isto, o ladrilhoS separa R" de R""\S. Chamando o 
ladrilhamento de R por U de 'r, temos que 'r\ { S) é ladrilhamento de W e 
W'\S e, em conseqüência da disjunção de W e El:"\8, temos que 'r\S se 
decompõe em dois ladrilhamentos '!* e'!** de R" e R**\8. 
Como S, '!* e '!** são compostos por ladrilhos de ll, temos que illadrilha 
R* e R**. 
Seja e1 a primeira aresta em 8R, (lembremos que 8R; f- 0 para todo i). 
Tomemos e2 como sendo a primeira aresta de 88;, j > 1 com /18; =f:. 0 e j o 
menor possível. Caso este j não exista, tome e2 como sendo a primeira aresta 
de 881 (Este é o caso da Figura 5.7). Assim, 8R(ei) ~ 8R-(e2)8W(ei) e a 
afirmação (e o teorema) está demonstrada. • 
O Teorema 5 fornece uma condição necessária muito importante para a 
existência de ladrilhamentos de uma figura reticulada R por wn conjunto de 
ladrilhos U: 
''Se [8R] Í T (U) , então U não ladrilha R". 
5.2 Desenvolvimento da Resolução dos Teo-
remas sobre os Problemas de Ladrilhamen-
tos de Figuras Reticuladas Triangulares 
AB figuras reticul.adas no reticulado hexagonal, que estamos interessados 
em estudar, possuem uma figura reticulada "equivalente" no reticulado qua 
drangular. A Figura 5.8 estabelece esta correspondência, onde: 
8R1 (e1 ) - 8R1 
8R2(e,) - 8R2 










Tomemos um grupo livre F, com k geradores. Seja K <J F, {subgrupo 
normal); logo, o grupo quociente ~ está definido ( ~ ~ {gK I g E F.}; 
onde gK ~ {gk I k E K} é nma classe lateral à esquerda (poderfmnos tomar 
nma classe lateral à direita)). 
Se p = g;:g::;_-1
1 
••• gf1 , onde 9i são geradores de H~ e e; = ±1, é uma 
palavra em Fk, temos um caminho orientado do vértice idK ao vértice 
g':;'g;;;:_-l---9~1 K em r~ (r~ é grafo de Cayley do grupo ~) , onde cada 
aresta do caminho é obtida aplicando g'f' ao vértice g;._]_1 ... gf1 K (g1 é aplicado 
ao vértice identidade idK). · 
Afirmação. Nas condições do parágrafo anterior, temos que uma palavra 
p E K se e só se p corresponde a um caminho fechado em r !3t... 
K 
De fato: 
=:>) Se p E K, temos que o caminho associado tem início em idK e fim 
em pK = K = idK; portanto um caminho fechado em r~. 
-{:::=) Se p corresponde a um caminho fechado em r!'&' temos que o início 
K 
e o fim do caminho é o vértice idK. Logo, pK ~ idK e portanto p E K. 
Seja F como em (1). Tomemos K <J F tal que r ,_seja um grafo planar 
K 
infinito formando um ladrilhamento por triânguloo e hexágonos regulares 
como indicado na Figura 5.9. 
As arestas dos triângulos orientados no sentido anti-horário correspondem 
a elementos hK e dos triângulos orientados no sentido horário a element<ti 
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vK. (Notemos que vK e hK são geradores de i). 
FIGURA 5.9 
Notemoo que se a E K, gag-1 é o caminho a ''transladadd' por g. 
Sejam 1!1 = {R~, R,} e 11, = {R3,/4,R5}, onde R;'s são os ladrilhns 
equivalentes aoe ladrilhos do Teorema 1 e 2 via correspondência da Figura 
5.8. 
PROPOSIÇÃO 1. Os grupos de ladrilhameoto T(lli), T(il,) e o bordo 
combinatório [8Tn] para n =O ou 2 (mod3) estão contidOB em K. 
Demonstração. 
Devido âB definições de T(ll1), T(ll,) e [8T.] e ao fato de K ,,... normal ero 
Fz, basta mostrarmos que âR~, 8R2, 8Ra, âRt, 8Rs e 8T'n (que são palavras 
em F2) estão em K. 
Podemos facilmente verificar que 8R11 8~, 8R3 , 8R4 e 8R5 correspon-
dem a caminhos fechados em r.&; logo, ~em K. QUtanto ao ãf',., 
K 
se n = 2 ou 3, ãi'n corresponde a caminhos fechados em r !l.. Como 
K 
ãi'n = hnv-n(h-1v)", é fácil ver que se, n = 3k ou n = 3A; + 2, k E Z, 
temos caminhos fechados em r ,!l.j logo, n = o ou 2 (mod 3) e, portanto, &Tn 
K 
está em K. • 
Da Análise Complexa, temos o seguinte resultado: 
"Para cada a E C e para cada caminho regular fechado f em 
<C\ {a}, existe n E Z tal que: 
E a segointe definição: 
f - 1-dz = 27rin". !rz-a 
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"Definição 22. Nas condições do resultado acima, dizemoo que 
n é o illdice de 'Y em relação a a e escrevemos 
n =I (?,a)=-. --dz". 1 i 1 
2m "fz-a 
Tomemos o grafo r.& . Este grafo ladrilha o plano por células triangulares 
K 
e hexagonais. Sejam s uma destas células, p um ponto em ~ e C um caminho 
fechado em r!'..:!.. Temos que C é um caminho regular no plano (::: JR2 = C). 
K 
Logo, o índice de C em p é dado por: 





Como I(C,p) = I(C,q), 'Vp,q E s, identifiquemos I(C,p) =I( C, s); onde 
o • 





Podemos pensar no índice I(C, s) como sendo o "número de voltas" no 
sentido anti-horário que o caminho C realiza em tomo de s (se o sentido for 
horário, I(C,s) é negativo). 
Podemos também definir a seguinte aplicação: 
I( ,s): K ~ Z 
p >---+ I(C(p), s) 
onde c (p) é o caminho correspondente em r~ da palavra p. 
Se C1 e C2 são caminhOB fechados em r.&, então I(C1C2 , s) = I(CI> s) + 
K 
I(C2 , s). Isto mostra que I(, s) é um homomorfiamodegrnpos; logo, podemos 
definir: 
I(,S): K ~ Z 
p >---+ I(C(p),S) = LI(C(p),s) 
<ES 
onde S é um conjunto finito ou infinito de células s. (Notemos que um 
caminho fechado C(p) em r.& sempre delimita uma quantidade finita de 
K 
células; logo, I( , S) está bem definida). 
Temos que I ( , S) é um homomorfismo (pois I ( , s) é homomorfismo). 
Demonstração do 'IOOrema 1. 
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=) Afirmação. Como U1 ladrilha Tn, n = O ou 2 (mod 3). 
Demonstração da afirmação. 
Tomando o conjunto de ladrilhos llt, que possui ladrilhos compostos por 
três células cada e que ladrilha Tn, temos que a quantidade de células de Tn 
. n(n+1) 
deve ser múltipla de três. Logo, 
2 
~ 3k, onde k E N. 
n(n + 1) (3i + 1)(3i + 2) 






2 +9i+2 _ (3i
2




+ 1, on e 
2 
E . , 
2 
r 3 . 
Notemos que os casos n = 3i e n = 3i + 2, de fato, podem ocorrer. 
Logo: 
n =O ou 2(mod3) 
O que faremos a seguir é mostrar que BI'n fi T(U,), (logo, [8Tn) % T(Ul)), 
para n = 3, 5, 6 ou 8 (mod 12) e, portanto, pelo Teorema 5, tem"" que u, não 
ladrilha Tn neste3 casos. 
Seja S o conjunto de todos os hexágonos do ladrilhamenG<> gerado por 
r!:>. no plano. Temos queJ(C(élR1),S) ~ 1 eJ(C(éJR2 ),S) ~ -1. 
K 
É fácil ver que I(C(pl!II.p- 1),S) ~ I(C(oli.),S), parap E F, e i~ 1 ou 
2 e que J(C((élll.)-1),8) ~ -I(C(oli.),S). 
Para n =O ou 2 (mod3) temos, pela Proposição 1, que ô'I~ E K e como 
ãi'n = hnv-11 (h- 1v)'', temos que: 
I(C(BI'n), S) ~ l n; 1 J ; (L J: função máximo inteiro). (2) 
Como BI'n E T(U,) (U1 ladrilha Tn), temos: 
m 
BI'n ~ IIP; (âR,J~ Pi1 , 
i= I 
para algum mE Z, p,· E F2 , k;; = 1 ou 2 e f;·= 1 ou -1. 
Assim: 
m 
I(C(BI'n),S) ~ Ll(C(p;(8R,J~Pi1 ,S) 
i= I 
m 









L e;l(C(8R;),S)- m = 2 L -l(C(8R;,),S) (4) 
i=l l=l 
onde p é a quantidade de tennos negativos no somatório original. Isto nos 
diz que: 
I(C(8Tn),S) =m(mod2). (5) 
Seja K o subgrupo de F2 constituído por todos os elementos que fonnam 
caminhos fechados no reticulado quadrangular (facilmente verificamO!\ que 
K <1 F2). 
Definamos a aplicação: 
,PK-+Z 
p >---> ,P(p) =L I(p, r) 
•CR 
onde R é a região limitada pelo caminho p no reticulado e r são as células 
que compõe R. Temos, assim, que ,P(p8R;p-1) = .p(8R;) = 3, para i= 1, 2 
e p E F,. 
Temos, também, que 
.P(8T.) = (n; 1) = n(n t) 
Utilizando os itens (3) e (4), temos: 
m 
1/J(8Tn) = L ,P(p;(8R•J"'p;-1 ) 
i= I 
m 
- L e,?jJ(8R.;) = m (mod2) 
i=l 
FinalmelÍte, por (2), (5), (6) e (7), temos: 
(que necessariamente ocorre quando 8Tn C T(ll1)). 
Tomemos 
f: N --+ N 





g: N ~ N 
n >----> g(n)=(n; 1)(mod2) 
Assim, se n satisfaz a congruência acima, temos que f(n) = g(n). Ana-
lisando os gráficos de f e g (Figura 5.10), vemos que estas aplicações são 
periódicas de período 6 e 4, respectivamente. Logo, um período comum às 
duas aplicações é mmc (6, 4) = 12. Assim, precisamos verificar somente para 
quais valores de n ::; 12 as duas aplicações diferem e, assim, para~ valores, 
temos que õT. i T(ih) (logo, õT. i T (ll,)). Estes valores são: 1, 3, 4, 5, 
6 e 8, e para qualquer outro n =i (mod 12) onde i é um deste:1 números. 
A.sBim, pelo Teorema 5, temOB que ll1 não ladrilha Tn para n = 1, 3, 4, 5, 6 
ou S(mod 12). Dos i's restantes (0, 2, 7, 9, 10 e 11), devemos <:xclull: o 7 e o 
10, pois se ll1 ladrilha T., então n = O ou 2 (mod 3). 
Conclusão: n = O, 2, 9 ou 11 (mod 12). 
t 
f 
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FIGURA 5.10 
{:=) Os ladrilhamentos de T2, T9, Tu e T12 por T2 são ilustrados nas Fi-




FIGURA 5.13 I LJ I c; I c; I c; I 
"" 
FIGURA 5.14 
Procedamos por indução sobre k E N em T12k+1 onde l ~ 2, 9, 11 e 12. 
Para k = O já verificamos que é verdade. Suponhamos que seja verdade 
para k = n 0 • 
Decompomos T12(no+l)+l da maneira ilustrada na Figura 5.13, onde A = 
T,2nc+l; B ~ 12 x 12no; C ~ 12 x l; D ~ T12• 
Como T, ladrilha um retângulo 12 x 12no e um retângulo l x 12 (ver 
Figura 5.14), temos a conclusão do Teorema 1.• 
Demonstração do 'IOOrema 2. 
Nesta demonstração também utilizamos o Teorema 5. Vamos mostrar que 
ÕI'n 'f; T (11,) para qualquer n E N (logo, L3 não ladrilha Tn para qualquer 
n E N). 
Tomemos S como sendo o conjunto de todos os triângulos não hachurados 
em r"' (Fígura 5.9). Logo, 
K 
I (C (8R3 ), S) ~I (C (8R.) ,S) ~I (C (8R,;), S) ~O (8) 
Thmos, também, que I(p(C(8R;))p-1,S) ~ I(C(8R;)) onde i~ 3,4,5 
e p E F2. 
Temos, finahnente, que 
I(C(ãrn))~ ln~ 1 J 
para qualquer n E N. 
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Afirmação. Se I (C (&Tn)) = l n; 1 J, então &Tn Í T (11,,). 
Demonstração da afirmação. 
m 
Suponhamos que &Tn C T (il.,) para algum n ~ 2. Logo, &Tn = IJ p; (&R,J" Pi1 
i=l 
para algum m E Z, Pi E F2, ki = 3, 4 ou 5 e t; = 1 ou -1. Assim, 
n 
I (C (&Tn), S) = L e;I (C (&R,.), S) = O (por (8)), o que mtra em con-
i=l 
tradição com I (C ( &Tn)) = l n ; 1 J , demonstrando a afirmaçio. 
Como para n = 1 ou 2, L 3 não ladrilha Tm temos a oonclusüo da demons-
tração do teorema .• 
Demonstração do Teorema 3. 
==>) No ladrilhamento com sinal, cada T, possui valor + 1 ou -1 . Como 
T2 possui 3 células, cada ladrilho contribui com "peso" +3 ou -3 na soma 
geral dos sinais sobre cada célula do reticulado. 
Assim, se temos k ladrilhos T2 no ladrilhamento e identificando cada 
ladrilho por Ti, 1 ~ j ::; k, temos que a soma geral dos sinais será M = 
k 
Lsgn rt =o (mod3). Mas "fora" de T .. a soma dos sinais dOI~ ladrilhos é o. 
j=l 
Logo, M é a soma geral de sinais dos ladrilhos em Tn. Como cada célula em 




= O(mod3) ==> n =O ou 2(mod3). 
<==) Sen =O ou 2(mod3), então n =O, 2,3, 5,6,8, 9 ou 11 (mod12). 
Já vimos, pelo Teorema 1, que se n =: O, 2, 9 ou 11 (mod 12) então T2 
ladrilha T ... e, consequentemente, T .. possui ladrilhamento com sinal por T2 
(basta atrib;m valor 1 aos ladrilhos em T .. ). Logo, basta mostrarmos que 
existe um ladrilhamento com sinal para n = 3, 5, 6, 8 (mod 12) . 
Os ladrilhamentos de T3 , T5 , T6 , T8 são inspirados na Figura 5.15, onde: 
T3 : Os ladrilhos de peso +1 são: 1-2-3, 2-4-5 e 3-tHJ. O ladrilho de peso 
-1 é 2-3-5. 
T5 : Os ladrilhos de peso +1 são: 1-2-3, 2-4-5, 3-5-6, 7-11-12, S-9-13 e 
1().14-15. O ladrilho de peso -1 é: 2-3-5. 
T6 : Os ladrilhos de peso +1 são: 1-2-3, 2-4-5, 3-5-6, 1("14-15, 14-19-
20, 15-2().21, 7-11-12, 11-16-17, S-12-13, 12-17-18, 9-13-14 e 13-1S.19. Os 
ladrilhos de peso -1 são: 2-3-5, 14-15-20, 12-13-18, 11-12-17 c 13-14-19. 
144 
T,: Igual ao T6 , adicionando os ladrilhos de peso +1: 22-2!}.30, 23-24-31, 
25-32-33, 26-27-34 e 2~35-36. 
r;-
2 3 
4 ' 6 
7 8 9 !O 
1 2 3 ' 5 6 7 8 9 10 11 " 
11 12 13 14 15 
13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 
16 17 18 19 20 21 
25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 " 36 
:!2 23 24 25 26 27 28 FIGURA 5.16 
29 30 31 32 33 34 " 36) 
FIGURA 5.15 
Rffita, ainda, mostrar que existe ladrilhamento com sinal para T12A:+h 
k E N e l = 3, 5, 6 ou 8. Proceclendo por indução sobre k, a demonstração se 
procede como no Teorema 1 {Figuras 5.13 e 5.14). Logo, devemos mostrar 
que existe ladrilhamento com sinal dos retângulos 12 X l; l = 3, 5, 6 ou 8: 
No caso 12 x 3, tomemos por base a Figura 5.16, onde os ladrilhos de sinal 
+1 são: 1-13-14, 2-3-15, 4-16-17, 5-6-18, 7-1!}.20, ~!}.21, 10-22-23, 11-12-24, 
13-25-26, 14-26-27, 16-~29, 17-2!}.30, 1!}.31-32, 20-32-33, 22-34-35 e 23-35-
36. Os ladrilhos de P""' -1 são: 13-14-26, 16-17-29, 1!}.20-32 e 22-23-35. 
No caso 12x5, basta juntar o retângulo 12x3 ao retângulo 12x2 compreto 
pelos ladrilhos de P""' +1: 1-13-14,2-3-15, 4-16-17, 5-6-18, 7-1!}.20, ~!}.21, 
10-22-23 e 11-12-24. 
Os casos 12 X 6 e 12 x 8 podem ser obtidos dos casos anteriore:~ por 
justaposição .• 
Demonstração do Teorema 4. 
=}) Tomemos a região T,. e numeremM suas linhas de tal modo que a k 
linha possua k células. 
Tomemos os ladrilhos Rg, R4, Rs. 
Temos qÜe R3 cobre três células consecutivas numa única linha, enquanto 
~ e R5 cobrem uma células por linha em três linhas consecutivas. 
Definamos a::S : Z --+ N tal que a1I, (x) é o número de ladrilhos do tipo 
R, e R5 com peso + 1 que cobrem células somente nas linhas x, x + 1 e x + 2. 
Analogamente, a.;;,.: Z ~ N (com peso -I). 
Finalmente, a45 : .Z ---+ N 
x .-.. <>45 (x) ~ <>15 (x)- a<;; (x) 
Também de modo análogo, podemos definir <>a (x) ~ <>I (x) - <>3 (x) 
sendo at { x) o número de ladrilhos do tipo R3 com PffiO + 1 que cobre três 
células na linha x (analogamente <>3 (x)). 
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De posse destas definições, não é dificil verificar que: 
<>45 (x- 2) + a45 (x -1) + a 45 (x) + 3a3 (x) ~ x, se 1 :<; x :> n. 
<>45 (x- 2) + a45 (x -1) + a45 (x) + 3a, (x) ~O, se x :<;O ou x ~ n + 1. 
Do qual obtemos: 
a45 (x- 2) + a45 (x- 1) +a., (x) + 3a, (x) x (mod3), (9) 
sel < x5n 
a., (x- 2) +a., (x -1) + a45 (x) + 3a, (x) - O (mod3), (10) 
sex =F Ooux~n+l 
AB equações acima podem ser melhor interpretadas obserwmdo que cada 
ladrilho do tipo R4 ou R5 , que possui intersecção com a linha x, cobre apenas 
uma célula nesta linha, enquanto cada ladrilho do tipo R3 , que possui inter-
secção com a linha x, cobre três células nesta linha. As equaçôes seguem da 
contagem dos pesos em cada célula da linha x 
Mas, num ladrilhamento com sinal, a alocação de ladrilhos ,em T,.. é finita. 
Logo, 3m E N tal que a 45 (m +i) ~O e a 45 ( -m- i) ~O par" i E N, assim, 
utilizando-{10) com x = m +i+ 1, m +i, ... , n + 1, concluimos que: 
a 45 (x)=O(mod3), n-1:<;x (11) 
e utilizando (10) com x = -m- i- 1, -m- i, ... , O concluimos que 
""" (x)- O (mod3), x :<;O. (12) 
Definamos 
h: w ..... {0,1,2}. (13) 
x ,.... h (x) ~ a 45 (x) (mod3) 
Utilizando (12) e (9), facilmente verificamos que h é periód[ca de período 
9 (Figura 5.l7). 
FIGURA 5.17 
De (11) temos que a.., (n -1) =O (mod3) e""" (n) =O (mod3). Isto e 
(13) nos fornece que n =O ou 8 (mod9). 
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{:::::) Construamos 06 ladrilhamentos com sinal para n = 8 e 9. 
Para tanto, tomemos Tn numerado como na Figura 5.15. No caso n = 8 
temos que: 
Os ladrilhos de peso +1 são: 1-2-4, 7-11-16, 3-6-10, :>-8-12, 1}-13-18, 17-
18-19, 14-2{}-27, 1:>-21-28, 11}-2:>-32, 2{}-26-33, 22-23-24, 21}-3{}-31, 34-3:>-36. 
Ladrilho de peso -1: 18-li}-20. 
No caso n = 9, basta acrescentar ao ladrilhamento de Ts os ladrilhos de 
peso + 1: 37-38-39, 40-41-42, 43-44-45. 
Para construir os ladrilhamentos com sinal para T9k+l sendo l = 8 ou 9 e 
k E .N, utilizemos indução: 
Para k =O, já vimos que existe talladrilhamento. Suponhamos que exis-
ta ladrilhamento com sinal para T9ko+l e mostremos que existe ladrilhamento 
com sinal para T9(ko+l)+l, l = 8 ou 9. Para tanto, decompomos T9(ko+I)+I como 
na Figura 5.13 onde A = Tgko+l, B = 9 X 9ko, C = 9 X l e D = Tg. Logo, basta 
mostrar a existência de ladrilh.amentos com sinal para os retângulos 9 X 9 e 
9 X 8, ladrilhamentos estes que são triviais. Logo, existe ladrilhamento com 
sinal para Tg(ko+I)+I e, portanto, para T9k+l, l = 8, 9 e k E N.• 
5.3 Ladrilhamentos por Poliamondes 
Nesta seção abordamos ladrilhamentos por poliamondes. Aqui, os nossos 
ladrilhos são losangos (dois triânguloe equiláteros j118lapoetos) e da mesma 
forma que na seção anterior, estamos interessados em ladrilhamentos de figu-
ras reticul.adas. Não tomamos uma classe de figuras reticuladas em especial 
como fizemos anteriormente, pois a abordagem desta vez; é bastante geométri-
ca no sentido de que vamos explorar o grupo dê ladrilhamento dos ladrilhos 
em questão de uma maneira bastante intuitiva, sem muito formalismo al-
gébrico. No fundo, referúno-nos a uma visão mais geométrica do Teorema 5 
para o caso de ladrilhos poliamondes. 
Tomemos o ladrilhamento reticulado regular triangular (que chamamos 





Deste modo, o LRRT é um grafo 3-regular conexo; logo, é ,çafo de Cay-
ley de algum grupo. Thte grupo é G = (X, Y, Z I XY Z = ZY X = 1) = 
(X, Y I XY = YX) = Z+Z = Z2 (X, YeZpodemservistocomotranslações). 
Tomemoo11 = {L~o Ir,, L,} sendo os L;'s ladrilhos tais que aL1 = XY x-1y-1, 
aL, = yzy-1z-1 e ar, = zxz- 1x-1 Logo, o grupo de ladrilhamen-
to T (11) = N ((a L, I i= 1, 2, 3)) (menor subgrupo normal contido em F = 
(X, Y,Z) e contendo (a L; I i= 1,2,3)) é tal que 
T(11) = (X,Y,Z I aL, = 1, i= 1,2,3) = 
= (X,Y,Z I XY =YX, YZ = zy, XZ = ZX) = 
=Z+Z+Z=Z3 • 
Se R é figura reticulada simplesmente conexa no LRRT, temos que o 
bordo combinatório [aR] = {paRp- 1 I p E G} está contido em T (11) se 11 
ladrilha R (Teorema 5). Isto significa que aR é identidade em T (11), ou seja, 
é um caminho fechado em r T(il)· 
Com base na análise que acabamos de realizar, temos uma interpretação 
geométrica para ladrilhamentos envolvendo poliamond.es muito interessante: 
Tomemos o grafo r T(ll) como sendo o l-complexo celular de t:IID.ladrilhamen-
to por cubOB no espaço euclidiano, de tal modo que 06 pontoa inicial e final 
do caminho XYZ em rT(il) estejam sobre a mesma reta verúcal r. Deste 
modo, a projeção de rT(il) num plano perpendicular a r origina o grafo r a. 
A Figura 5.191 fornece mna idéia deste procedimento. 
FIGURA 5.19 FIGURA 5.20 
Da maneira como dispomo:~ 03 dois graf03, rT(il) e r c, tern03 como con-
seqüência imediata: tomando um caminho fechado em T(il), temOB que a 
projeção deste em r o corresponde ao bordo de uma figura :reticulada que 
pode ser ladrilhada por U. Obviamente, vale a recíproca (um exemplo na 
Figura 5.19). 
Uma questão natural que surge neste contexto é se todo bordo de figura 
reticulada em r G corresponde a um caminho fechado em r T(il)· A respos-
ta é negativa e o contra-exemplo é o bordo da figura reticulada R tal que 
1As ilustraçÕ€8 5.19 e 5.20 foram retiradas da referência [TIWRSTON]. 
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8R = X- 2YZX- 2ZXY- 2XZY- 1Z-2XYZ- 2 . Uma idéia do caminho cor-
respondente em r T(ll) é dada na Figura 5.20. 
A Figura 5.21 fornece um esquema em termos de diagramas de Venn sobre 
os resultados obtidos até então, o quallegendamos: 
A: caminhos em r T(il). 
B: Caminhos abertos em rT(ll)· 
C: Caminhos fecha.c:los em rT(ll)· 
D: ''Imagens" de caminhos fechados de r G em r T(ll)· 
E: ''Imagens" de caminhos fechados em r G que são bordo de figuras 
reticuladas que são ladril.b.ac:las por ll. 
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